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Ïîëåçíî ðåøàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
È. Íüþòîí

Ââåäåíèå

Îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì n-ãî ïîðÿä-
êà íàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèå âèäà

F (t, y, y′, . . . , y(n)) = 0, (1)

ãäå ôóíêöèÿ F (t, u1, u2, . . . , un+1) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îáëà-
ñòè G ⊆ Rn+2 (F ′

un+1
(t, u1, u2, . . . , un+1) 6≡ 0), t ∈ (a, b) ⊆ R �

íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, y(t) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ îò t, y(j) =
djy

dtj
� ïðîèçâîäíûå j-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè y(t), j = 1, . . . , n. Çà-

÷àñòóþ îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1) ìîæíî
ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé y(n) è çàïèñàòü â
âèäå

y(n) = f (t, y, . . . , y(n−1)).

Îñíîâíàÿ öåëü íàñòîÿùåãî ïîñîáèÿ � ñïîñîáñòâîâàòü ïðèîá-
ðåòåíèþ ñòóäåíòàìè íåîáõîäèìûõ çíàíèé ïî òåîðèè îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðàêòè÷åñêèõ íàâûêîâ ðå-
øåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðàçâèòèþ
óìåíèÿ ïðîâîäèòü àíàëèç ñâîéñòâ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé.

Ïîñîáèå ñîñòîèò èç òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Â ïåðâîé
ãëàâå èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå òåîðåìû äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà.
Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â òðåòüåé ãëàâå èçëàãàþòñÿ îñ-
íîâíûå òåîðåìû äëÿ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
è ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ñïîñîáû èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïîñîáèå ïîäãîòîâëåíî ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî
ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò � 16-01-00592).
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ÃËÀÂÀ 1.
Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

dy

dt
= A(t)y + f (t)

è ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿä-
êà

dnu

dtn
+ a1(t)

dn−1u

dtn−1
+ · · · + an−1(t)

du

dt
+ an(t)u = ϕ(t).

� 1.1. Îäíîðîäíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Îäíîðîäíûìè ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâàþòñÿ ñèñòåìû ñëåäóþùåãî âèäà:

dy

dt
= A(t)y, t ∈ (a, b), (1.1.1)

ãäå A(t) � çàäàííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n× n

A(t) =




a11(t) . . . a1n(t)

. . . . . . . . . . . .

an1(t) . . . ann(t)


 .

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî aij(t) ∈ C[a, b].

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîð-ôóíêöèÿ

y(t) = (y1(t), y2(t), . . . , yn(t))T ∈ C1(a, b)

íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.1.1), åñëè âûïîëíåíî òîæäåñòâî
dy(t)

dt
≡ A(t)y(t), t ∈ (a, b).
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Ïóñòü çàäàíû t0 ∈ (a, b), y0 = (y0
1, y

0
2, . . . , y

0
n)T ∈ Cn. Çàäà÷à

î íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ y(t) ñèñòåìû (1.1.1), ïðèíèìàþùåãî ïðè
t = t0 çíà÷åíèå y0, íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè, ò. å. ïîñòàíîâêà
çàäà÷è Êîøè èìååò âèä





dy

dt
= A(t)y, t ∈ (a, b),

y|t=t0 = y0.
(1.1.2)

Òåîðåìà 1.1.1. Ïðè ëþáûõ t0 ∈ (a, b), y0 ∈ Cn ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y(t) ∈ C1(a, b) çàäà÷è Êîøè (1.1.2).

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à Êîøè (1.1.2) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé
ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà:

y(t) = y0 +

t∫

t0

A(ξ)y(ξ) dξ, t ∈ (a, b). (1.1.3)

Ïðè ýòîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü îä-
íîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû (1.1.3) â êëàññå íåïðåðûâíûõ
âåêòîð-ôóíêöèé íà (a, b). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé {yk(t)} âè-
äà

y0(t) ≡ y0,

yk(t) = y0 +
t∫

t0

A(ξ)yk−1(ξ) dξ, k = 1, 2, . . . .

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå [α, β] ⊂ (a, b), ñîäåð-
æàùåì t0, ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ

yk(t) → y(t), k →∞,

ïðè ýòîì ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåì (1.1.3),
è ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1.1.2).

Óêàçàííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ïîçâî-
ëÿåò âûïèñàòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ äèô-
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ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè â âè-
äå ñòåïåííîãî ðÿäà.

Òåîðåìà 1.1.2. Ïóñòü A � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà
n×n. Òîãäà äëÿ ëþáûõ t0 ∈ R, y0 = (y0

1, y
0
2, . . . , y

0
n)T ∈ Cn ðåøåíèå

çàäà÷è Êîøè 



dy

dt
= Ay, t ∈ R,

y|t=t0 = y0

(1.1.4)

ïðåäñòàâèìî â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà

y(t) =

[
I +

(t− t0)

1!
A +

(t− t0)
2

2!
A2 + . . .

]
y0. (1.1.5)

Ýòîò ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ëþáîì îòðåçêå {|t−t0| ≤ T}.
Îïðåäåëåíèå. Ìàòðè÷íûé ñòåïåííîé ðÿä

I +
(t− t0)

1!
A +

(t− t0)
2

2!
A2 + . . .

íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòîé è îáîçíà÷àåòñÿ e(t−t0)A.

Â ñèëó ôîðìóëû (1.1.5) ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1.4) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

y(t) = e(t−t0)Ay0.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè (t0, y0) îáùåå ðåøåíèå îä-
íîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1.1)
â ñëó÷àå ïîñòîÿííîé ìàòðèöû A(t) ≡ A ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

y(t) = etAC,

ãäå C = (C1, C2, . . . , Cn)T � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü y1(t), y2(t), . . . , yk(t) � íåïðåðûâíûå íà
(a, b) âåêòîð-ôóíêöèè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíè ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìû íà (a, b), åñëè òîæäåñòâî

k∑
j=1

Cjy
j(t) ≡ 0, t ∈ (a, b),
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âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà C1 = C2 = · · · = Ck = 0.

Ïðèìåð 1.1.1. Âåêòîð-ôóíêöèè

y1(t) =

(
1

t

)
, y2(t) =

(
1

|t|
)

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè íà èíòåðâàëå (−1, 1). Îäíàêî
íà èíòåðâàëå (0, 1) ýòè âåêòîð-ôóíêöèè, î÷åâèäíî, ëèíåéíî çàâè-
ñèìû.

Ïðèìåð 1.1.2. Âåêòîð-ôóíêöèè

y1(t) =

(
0

t

)
, y2(t) =

(
0

t2

)

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè íà èíòåðâàëå (0, 1). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t0 âåêòîðû y1(t0), y2(t0) ÿâ-
ëÿþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè.

Òåîðåìà 1.1.3. Ïóñòü y1(t), y2(t), . . . , yk(t) � ðåøåíèÿ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé (1.1.1) íà èíòåðâàëå (a, b). Åñëè ñóùåñòâóåò
t0 ∈ (a, b) òàêîå, ÷òî âåêòîðû y1(t0), y

2(t0), . . . , y
k(t0) ëèíåéíî

çàâèñèìû íà (a, b), òî âåêòîð-ôóíêöèè y1(t), y2(t), . . . , yk(t) ÿâ-
ëÿþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè íà (a, b).

Òåîðåìà 1.1.4. Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1.1.1)
íà èíòåðâàëå (a, b) îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíî-
ñòè n.

Îïðåäåëåíèå. Ñîâîêóïíîñòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íà (a, b)

ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.1.1)

y1(t), y2(t), . . . , yn(t)

íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé äëÿ (1.1.1), à
ìàòðèöà

Y (t) = (y1(t) y2(t) . . . yn(t))

� ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé ðåøåíèé äëÿ (1.1.1).
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Èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ôóíäàìåíòàëü-
íîé ìàòðèöû ðåøåíèé.

1. Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
y(t) = Y (t)C,

ãäå C = (C1, C2, . . . , Cn)T � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð.

2. Â êà÷åñòâå ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ðåøåíèé Y (t) ìîæ-
íî âçÿòü ðåøåíèå ñèñòåìû

dY

dt
= A(t)Y

òàêîå, ÷òî det Y (t0) 6= 0, t0 ∈ (a, b).

3. Åñëè A(t) ≡ A, òî â êà÷åñòâå ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû
ðåøåíèé ìîæíî âçÿòü ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó Y (t) = etA.

Òåîðåìà 1.1.5. Ïóñòü Y (t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà
ðåøåíèé äëÿ (1.1.1). Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1.2) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

y(t) = Y (t)(Y (t0))
−1y0.

Òåîðåìà 1.1.6.Ïóñòü Y1(t), Y2(t) � ôóíäàìåíòàëüíûå ìàò-
ðèöû ðåøåíèé äëÿ (1.1.1). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ ìàò-
ðèöà B, det B 6= 0 òàêàÿ, ÷òî

Y2(t) = Y1(t)B.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü A(t) ≡ A, J � æîðäàíîâà ôîðìà ìàò-
ðèöû A. Òîãäà â êà÷åñòâå ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ðåøåíèé
ìîæíî âçÿòü ìàòðèöó Y (t) = TetJ .

Òåîðåìà 1.1.7 (Îñòðîãðàäñêèé � Ëèóâèëëü). Ïóñòü âåê-
òîð-ôóíêöèè y1(t), y2(t), . . . , yn(t) � ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1.1) íà
èíòåðâàëå (a, b). Ñîñòàâèì ìàòðèöó

Y (t) = (y1(t) y2(t) . . . yn(t)).
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Òîãäà äëÿ åå îïðåäåëèòåëÿ èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

det Y (t) ≡ det Y (t0) exp




t∫

t0

tr A(ξ) dξ


 , tr A(ξ) =

n∑
j=1

ajj(ξ).

� 1.2. Íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Íåîäíîðîäíûìè ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâàþòñÿ ñèñòåìû ñëåäóþùåãî âèäà

dy

dt
= A(t)y + f (t), t ∈ (a, b), (1.2.1)

ãäå A(t) � çàäàííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n×n, f (t) = (f1(t), f2(t), . . . ,
fn(t))T � çàäàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî A(t) ∈ C[a, b], f (t) ∈ C[a, b].

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîð-ôóíêöèÿ

y(t) = (y1(t), y2(t), . . . , yn(t))T ∈ C1(a, b)

íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.2.1), åñëè âûïîëíåíî òîæäåñòâî

dy(t)

dt
≡ A(t)y(t) + f (t), t ∈ (a, b).

Çàäà÷à Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.2.1) ñòàâèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, êàê
äëÿ îäíîðîäíûõ ñèñòåì, ò. å.





dy

dt
= A(t)y + f (t), t ∈ (a, b),

y|t=t0 = y0,
(1.2.2)

ãäå t0 ∈ (a, b).
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Òåîðåìà 1.2.1. Äëÿ ëþáûõ f (t) ∈ C[a, b], y0 ∈ Cn ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y(t) ∈ C1(a, b) çàäà÷è Êîøè (1.2.2).

Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.2.2) ìîæíî ïîëó÷èòü,
èñïîëüçóÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé. Ñóòü åãî
çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü Y (t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàò-
ðèöà ðåøåíèé äëÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû

dy

dt
= A(t)y, t ∈ (a, b).

Êàê ìû çíàåì, îáùåå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä
y(t) = Y (t)C,

ãäå C � ïðîèçâîëüíûé ïîñòîÿííûé âåêòîð. Ñîãëàñíî ìåòîäó âà-
ðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
(1.2.1) áóäåì èñêàòü â àíàëîãè÷íîì âèäå, òîëüêî âìåñòî âåêòîðà
C âîçüìåì âåêòîð-ôóíêöèþ C(t), ò. å.

y(t) = Y (t)C(t). (1.2.3)

Åñëè ýòà âåêòîð-ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîé ñè-
ñòåìû (1.2.1), òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâî

d

dt
Y (t) C(t) + Y (t)

d

dt
C(t) ≡ A(t)Y (t)C(t) + f (t), t ∈ (a, b).

Îòñþäà
d

dt
C(t) ≡ (Y (t))−1f (t).

Èíòåãðèðóÿ ýòî òîæäåñòâî, èìååì

C(t) = C(t0) +

t∫

t0

(Y (τ ))−1f (τ ) dτ.

Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ C(t) â (1.2.3), ïîëó÷àåì

y(t) = Y (t)C(t0) +

t∫

t0

Y (t)(Y (τ ))−1f (τ ) dτ.
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Ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â (1.2.2), áóäåì èìåòü

Y (t0)C(t0) = y0.

Îòñþäà C(t0) = (Y (t0))
−1y0. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âåêòîð-ôóíêöèÿ

(1.2.3) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1.2.2), òî îíà äîëæíà
èìåòü âèä

y(t) = Y (t)(Y (t0))
−1y0 +

t∫

t0

Y (t)(Y (τ ))−1f (τ ) dτ.

Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ýòîé âåêòîð-ôóíêöèè â íåîäíîðîäíóþ ñè-
ñòåìó è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â (1.2.2) ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî y(t)

äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1.2.2).
Èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò ñëåä-

ñòâèÿ.
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè A(t) ≡ A, òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

(1.2.2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

y(t) = e(t−t0)Ay0 +

t∫

t0

e(t−τ)Af (τ ) dτ.

Ñëåäñòâèå 2. Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.2.1) ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå

y(t) = Y (t)C +

t∫

t0

Y (t)(Y (τ ))−1f (τ ) dτ.

Â ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ ðå÷ü èäåò î íåïðåðûâíîé çàâè-
ñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1.2.2) îò äàííûõ çàäà÷è.

Òåîðåìà 1.2.2. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1.2.2) èìååò ìå-
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ñòî îöåíêà

‖y(t)‖ ≤ exp




∣∣∣∣∣∣∣

t∫

t0

‖A(ξ)‖ dξ

∣∣∣∣∣∣∣


 ‖y0‖

+

∣∣∣∣∣∣∣

t∫

t0

exp




∣∣∣∣∣∣

t∫

τ

‖A(ξ)‖ dξ

∣∣∣∣∣∣


 ‖f (τ )‖ dτ

∣∣∣∣∣∣∣
.

Òåîðåìà 1.2.3. Ïóñòü t0 ∈ [α, β] ⊂ (a, b), âåêòîð-ôóíêöèÿ
y(t) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.2.2), âåêòîð-ôóíêöèÿ ỹ(t) � ðå-
øåíèå çàäà÷è Êîøè





dỹ

dt
= Ã(t)y + f̃ (t), t ∈ (a, b),

ỹ|t=t0 = ỹ0,

ãäå Ã(t) ∈ C[a, b], f̃ (t) ∈ C[a, b]. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùå-
ñòâóåò δε > 0 òàêîå, ÷òî åñëè Ã(t), f̃ (t), ỹ0 óäîâëåòâîðÿþò
íåðàâåíñòâó

max
t∈[α,β]

‖A(t)− Ã(t)‖ + max
t∈[α,β]

‖f (t)− f̃ (t)‖ + ‖y0 − ỹ0‖ ≤ δε,

òî äëÿ ðàçíîñòè ðåøåíèé èìååò ìåñòî îöåíêà

max
t∈[α,β]

‖y(t)− ỹ(t)‖ ≤ ε.

Ñëåäñòâèå. Ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà etA íåïðåðûâíî çàâè-
ñèò îò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A (ñì. òàêæå ñ. 29).
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� 1.3. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíûå äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà íà èíòåðâàëå
(a, b):

dnu

dtn
+ a1(t)

dn−1u

dtn−1
+ · · · + an−1(t)

du

dt
+ an(t)u = ϕ(t), (1.3.1)

ãäå a1(t), . . . , an(t), ϕ(t) � çàäàííûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà îò-
ðåçêå [a, b]. Â ñëó÷àå, êîãäà ϕ(t) ≡ 0, óðàâíåíèå (1.3.1) íàçûâàåòñÿ
îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì; åñëè æå ϕ(t) 6≡ 0,
òî íåîäíîðîäíûì.

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè óðàâíåíèÿ (1.3.1) ââåäåì ñëåäóþùèé
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð:

Pn

(
t,

d

dt

)
=

dn

dtn
+ a1(t)

dn−1

dtn−1
+ · · · + an−1(t)

d

dt
+ an(t)I.

Òîãäà óðàâíåíèå (1.3.1) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

Pn

(
t,

d

dt

)
u = ϕ(t).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ u(t) ∈ Cn(a, b) íàçûâàåòñÿ ðåøåíè-
åì óðàâíåíèÿ (1.3.1), åñëè âûïîëíåíî òîæäåñòâî

dnu(t)

dtn
+ a1(t)

dn−1u(t)

dtn−1
+ · · · + an−1(t)

du(t)

dt
+ an(t)u(t) ≡ ϕ(t).

Ìåæäó ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.3.1) è
ðåøåíèÿìè ñëåäóþùåé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

d

dt




y1

y2...
yn−1

yn




=




0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · 1

−an(t)−an−1(t)−an−2(t) · · · −a1(t)







y1

y2...
yn−1

yn



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ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå:



u(t)

u′(t)
...

u(n−2)(t)

u(n−1)(t)




=




y1(t)

y2(t)...
yn−1(t)

yn(t)




.

Ïîýòîìó ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.3.1) ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

dnu

dtn
+a1(t)

dn−1u

dtn−1
+· · ·+an−1(t)

du

dt
+an(t)u = 0, t ∈ (a, b). (1.3.2)

Òåîðåìà 1.3.1. Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.3.2)
íà èíòåðâàëå (a, b) îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàçìåð-
íîñòü åãî ðàâíà n.

Îïðåäåëåíèå. Ñîâîêóïíîñòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íà (a, b)

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.3.2)

u1(t), u2(t), . . . , un(t)

íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé äëÿ (1.3.2).

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü u1(t), u2(t), . . . , un(t) � ôóíäàìåíòàëü-
íàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé äëÿ (1.3.2). Òîãäà îáùåå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ
(1.3.2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

u(t) =

n∑
j=1

cjuj(t),

ãäå cj � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû, j = 1, . . . , n.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü u1(t), u2(t), . . . , un(t) � ôóíäàìåíòàëü-
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íàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé äëÿ (1.3.2). Ìàòðèöà

U(t) =




u1(t) u2(t) . . . un(t)

u′1(t) u′2(t) . . . u′n(t)

... ... . . . ...

u
(n−1)
1 (t) u

(n−1)
2 (t) . . . u

(n−1)
n (t)




íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé ðåøåíèé äëÿ (1.3.2).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü u1(t), u2(t), . . . , un(t) � íåêîòîðûå ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.3.2). Ôóíêöèÿ

W (t) = det




u1(t) u2(t) . . . un(t)

u′1(t) u′2(t) . . . u′n(t)

... ... . . . ...

u
(n−1)
1 (t) u

(n−1)
2 (t) . . . u

(n−1)
n (t)




íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî äëÿ (1.3.2).

Òåîðåìà 1.3.2. Ðåøåíèÿ u1(t), u2(t), . . . , un(t) óðàâíåíèÿ (1.3.2)
îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà W (t0) 6= 0 õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå t0 ∈ (a, b).

Òåîðåìà 1.3.3 (Îñòðîãðàäñêèé � Ëèóâèëëü).Ïóñòü ôóíê-
öèè u1(t), u2(t), . . . , un(t) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.3.2) íà èíòåð-
âàëå (a, b). Òîãäà äëÿ ëþáîãî t0 ∈ (a, b) èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

W (t) ≡ W (t0) exp


−

t∫

t0

a1(ξ) dξ


 .

Ïóñòü çàäàíû t0 ∈ (a, b), (u0, u1, . . . , un−1)T ∈ Cn. Çàäà÷à î
íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ u(t) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.3.2) òàêîãî,
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÷òî
u|t=t0 = u0,

du

dt

∣∣∣∣
t=t0

= u1,

. . . . . . . . . . . . .

dn−1u

dtn−1

∣∣∣∣
t=t0

= un−1,

íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè, ò. å. ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè èìååò
âèä 




Pn

(
t,

d

dt

)
u = 0, t ∈ (a, b),

u|t=t0 = u0,

du

dt

∣∣∣∣
t=t0

= u1,

. . . . . . . . . . . . .

dn−1u

dtn−1

∣∣∣∣
t=t0

= un−1.

(1.3.3)

Òåîðåìà 1.3.4. Ïðè ëþáûõ t0 ∈ (a, b), (u0, u1, . . . , un−1)T ∈
Cn ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(t) ∈ Cn(a, b) çàäà÷è Êî-
øè (1.3.3).

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (1.3.1).

Òåîðåìà 1.3.5.Ïóñòü u1(t), u2(t), . . . , un(t) � ôóíäàìåíòàëü-
íàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé äëÿ (1.3.2), ôóíêöèÿ u÷àñò(t) � ÷àñòíîå
ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.3.1). Òîãäà îáùåå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (1.3.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

u(t) =

n∑
j=1

cjuj(t) + u÷àñò(t),

ãäå cj � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû.
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Îòìåòèì, ÷òî èìåÿ ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé u1(t),
u2(t), . . . , un(t) óðàâíåíèÿ (1.3.2), ìîæíî íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå
u÷àñò(t). Äëÿ ýòîãî, êàê è â � 1.2, ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä âàðèà-
öèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. À èìåííî, áóäåì èñêàòü ÷àñòíîå
ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.3.1) â âèäå

u÷àñò(t) =

n∑
j=1

cj(t)uj(t), (1.3.4)

ãäå c1(t), c2(t), . . . , cn(t) � íåèçâåñòíûå ãëàäêèå ôóíêöèè. Ïðåæäå
÷åì ïîäñòàâëÿòü âûðàæåíèå (1.3.4) â óðàâíåíèå (1.3.1), âû÷èñëèì
ïîñëåäîâàòåëüíî âñå ïðîèçâîäíûå dk

dtk
u÷àñò(t), k = 1, . . . , n, íàëà-

ãàÿ ïðè ýòîì íåêîòîðûå òðåáîâàíèÿ íà ïðîèçâîäíûå êîýôôèöè-
åíòîâ cj(t), j = 1, . . . , n. Î÷åâèäíî,

d

dt
u÷àñò(t) ≡

n∑
j=1

cj(t)u
′
j(t) +

n∑
j=1

c′j(t)uj(t).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
n∑

j=1

c′j(t)uj(t) ≡ 0.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ïîëó÷èì
d2

dt2
u÷àñò(t) ≡

n∑
j=1

cj(t)u
′′
j (t) +

n∑
j=1

c′j(t)u
′
j(t).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
n∑

j=1

c′j(t)u
′
j(t) ≡ 0.

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíûõ
äî ïîðÿäêà n− 1 âêëþ÷èòåëüíî, ïîëó÷èì

dn−1

dtn−1
u÷àñò(t) ≡

n∑
j=1

cj(t)u
(n−1)
j (t) +

n∑
j=1

c′j(t)u
(n−2)
j (t)
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è âíîâü áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû
n∑

j=1

c′j(t)u
(n−2)
j (t) ≡ 0.

Èòàê, ñ ó÷åòîì óêàçàííûõ óñëîâèé íà ïðîèçâîäíûå c′j(t), j =

1, . . . , n, áóäåì èìåòü

dk

dtk
u÷àñò(t) ≡

n∑
j=1

cj(t)u
(k)
j (t),

n∑
j=1

c′j(t)u
(k−1)
j (t) ≡ 0, k = 1, . . . , n− 1.

Îòñþäà

dn

dtn
u÷àñò(t) ≡

n∑
j=1

cj(t)u
(n)
j (t) +

n∑
j=1

c′j(t)u
(n−1)
j (t).

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ u÷àñò(t) äîëæíà áûòü ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (1.3.1), à ôóíêöèè uj(t) � ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.3.2),
ïîëó÷èì

Pn

(
t,

d

dt

)
u÷àñò(t) ≡

n∑
j=1

c′j(t)u
(n−1)
j (t) ≡ ϕ(t).

Ñëåäîâàòåëüíî, íàõîæäåíèå ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.3.1) â âèäå (1.3.4) ñâîäèòñÿ ê ðåøå-
íèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé




u1(t) u2(t) . . . un(t)

u′1(t) u′2(t) . . . u′n(t)
... ... . . . ...

u
(n−1)
1 (t) u

(n−1)
2 (t) . . . u

(n−1)
n (t)







c′1(t)
c′2(t)...
c′n(t)


 =




0

0
...

ϕ(t)


 .

Ýòà ñèñòåìà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè ëþáîì t ∈ (a, b), ïîñêîëü-
êó îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íè â îäíîé òî÷-
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êå èç (a, b). Îòñþäà íàõîäèì



c1(t)

c2(t)...
cn(t)


 =




c1(t0)

c2(t0)...
cn(t0)


 +

t∫

t0

U−1(ξ)




0

0
...

ϕ(ξ)


 dξ, t0, t ∈ (a, b).

Ìîæíî ïîëîæèòü, íàïðèìåð, c1(t0) = · · · = cn(t0) = 0 (ñì. ñëåä-
ñòâèå 2 íèæå).

Çàäà÷à Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.3.1) ñòàâèòñÿ
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, êàê äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.3.2),
ò. å. 




Pn

(
t,

d

dt

)
u = ϕ(t), t ∈ (a, b),

u|t=t0 = u0,

du

dt

∣∣∣∣
t=t0

= u1,

. . . . . . . . . . . . . .

dn−1u

dtn−1

∣∣∣∣
t=t0

= un−1,

(1.3.5)

ãäå t0 ∈ (a, b).

Òåîðåìà 1.3.6.Äëÿ ëþáûõ ϕ(t) ∈ C[a, b], (u0, u1, . . . , un−1)T ∈
Cn ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(t) ∈ Cn(a, b) çàäà÷è Êî-
øè (1.3.5).

Ñëåäñòâèå 1. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.3.5) íåïðåðûâíî çà-
âèñèò îò êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ a1(t), a2(t), . . . , an(t), ïðàâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ ϕ(t) è íà÷àëüíûõ äàííûõ u0, u1, . . . , un−1.

Ñëåäñòâèå 2. Â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ u÷àñò(t) íåîäíî-
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ðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.3.1) ìîæíî âçÿòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè




Pn

(
t,

d

dt

)
u = ϕ(t), t ∈ (a, b),

u|t=t0 = 0,

du

dt

∣∣∣∣
t=t0

= 0,

. . . . . . . . . . . . . .

dn−1u

dtn−1

∣∣∣∣
t=t0

= 0,

êîòîðîå èìååò âèä

u÷àñò(t) =

t∫

t0

k(t, ξ)ϕ(ξ) dξ.

Ôóíêöèÿ k(t, ξ) ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì ïåðâîé ñòðîêè
ìàòðèöû U(t)(U(ξ))−1, ãäå U(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà
ðåøåíèé äëÿ (1.3.2).

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå Ýéëåðà

tn
dny

dtn
+ a1t

n−1d
n−1y

dtn−1
+ · · · + an−1t

dy

dt
+ any = ϕ(t), t > 0,

çàìåíîé ïåðåìåííîé s = et ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó äèôôåðåíöè-
àëüíîìó óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

d

ds

(
d

ds
− I

)
. . .

(
d

ds
− (n− 1)I

)
ỹ

+ a1
d

ds

(
d

ds
− I

)
. . .

(
d

ds
− (n− 2)I

)
ỹ + · · · + anỹ = ϕ(ln s).
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� 1.4. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíûå îäíî-
ðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

dnu

dtn
+ a1

dn−1u

dtn−1
+ · · · + an−1

du

dt
+ anu = 0, t ∈ R. (1.4.1)

Îïðåäåëåíèå. Ïîëèíîì

Pn(τ ) = τn + a1τ
n−1 + · · · + an−1τ + an (1.4.2)

íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíîìîì äëÿ äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.4.1).

Ââåäåì ñëåäóþùèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

Pn

(
d

dt

)
=

dn

dtn
+ a1

dn−1

dtn−1
+ · · · + an−1

d

dt
+ anI.

Òîãäà óðàâíåíèå (1.4.1) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

Pn

(
d

dt

)
u = 0.

Ïóñòü τ1, τ2, . . . , τn � êîðíè ïîëèíîìà (1.4.2). Òîãäà

Pn(τ ) = (τ − τ1)(τ − τ2) . . . (τ − τn).

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ îïåðàòîðà Pn

(
d

dt

)
èìååò ìåñòî ïðåä-

ñòàâëåíèå

Pn

(
d

dt

)
=

(
d

dt
− τ1I

)(
d

dt
− τ2I

)
. . .

(
d

dt
− τnI

)
. (1.4.3)
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Ââåäåì ñëåäóþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû:

P1

(
d

dt

)
=

d

dt
− τ1I,

P2

(
d

dt

)
=

(
d

dt
− τ1I

)(
d

dt
− τ2I

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Pj

(
d

dt

)
=

(
d

dt
− τ1I

)(
d

dt
− τ2I

)
. . .

(
d

dt
− τjI

)
, j = 3, . . . , n.

Ðàññìîòðèì ñåðèþ çàäà÷ Êîøè




P1

(
d

dt

)
u1 = 0,

u1|t=0 = 1,
(1.4.41)





P2

(
d

dt

)
u2 = 0,

u2|t=0 = 0,

du2

dt

∣∣∣∣
t=0

= 1,

(1.4.42)





Pj

(
d

dt

)
uj = 0,

uj|t=0 = 0,

. . . . . . . . . . .

dj−2uj

dtj−2

∣∣∣∣
t=0

= 0,

dj−1uj

dtj−1

∣∣∣∣
t=0

= 1.

j = 3, . . . , n, (1.4.4j)

Êàæäàÿ èç çàäà÷ Êîøè (1.4.4j) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå uj(t).
Ïîñêîëüêó èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

Pn

(
d

dt

)
=

(
d

dt
− τnI

)
. . .

(
d

dt
− τj+1I

)
Pj

(
d

dt

)
,
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òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ uj(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.4.1). Ïîêà-
æåì, ÷òî ôóíêöèè u1(t), u2(t), . . . , un(t) îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëü-
íóþ ñèñòåìó ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ (1.4.1).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìàòðèöó

U(t) =




u1(t) u2(t) . . . un(t)

u′1(t) u′2(t) . . . u′n(t)

... ... . . . ...

u
(n−1)
1 (t) u

(n−1)
2 (t) . . . u

(n−1)
n (t)




.

Â ñèëó òåîðåìû Îñòðîãðàäñêîãî � Ëèóâèëëÿ (ñì. ïðåäûäóùèé
ïàðàãðàô) èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

det U(t) = det U(0)e−a1t.

Â íàøåì ñëó÷àå

U(0) =




1 0 . . . 0

∗ 1 . . . 0
... ... . . . ...
∗ ∗ . . . 1


 ,

ò. å.
det U(0) = 1.

Òîãäà det U(t) 6= 0, t ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè u1(t), u2(t),
. . . , un(t) îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (1.4.1).

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

u1(t) = ψ(t, τ1),

u2(t) = ψ(t, τ1, τ2),

. . . . . . . . . . . . . . . .

un(t) = ψ(t, τ1, . . . , τn).

(1.4.5)
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Óêàæåì ñâîéñòâà ââåäåííîé ñèñòåìû ψ-ôóíêöèé. (Äîêàæèòå èõ
â êà÷åñòâå óïðàæíåíèé.)

Ñâîéñòâî 1. Ôóíêöèè ψ(t, τ1, . . . , τj), j = 1, . . . , n, ÿâëÿþòñÿ
íåïðåðûâíûìè ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ t, τ1, . . . , τj.

Ñâîéñòâî 2. Èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

ψ(t, τ1, . . . , τj) ≡ ψ(t, τi1, . . . , τij),

ãäå i1, . . . , ij � ïåðåñòàíîâêà 1, . . . , j.

Ñâîéñòâî 3. Âåêòîð-ôóíêöèÿ ψ(t) =




ψ1(t)

ψ2(t)
...

ψn(t)




ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè




dψ

dt
=




τ1 0 . . . 0 0

1 τ2 . . . 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 . . . 1 τn


 ψ,

ψ(0) =




1

0
...
0




òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ψ1(t) = ψ(t, τ1),

ψ2(t) = ψ(t, τ1, τ2),

. . . . . . . . . . . . . . . .

ψn(t) = ψ(t, τ1, . . . , τn).
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Ñâîéñòâî 4. Èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ
ψ(t, τ1) = eτ1t,

ψ(t, τ1, . . . , τj) =

t∫

0

eτj(t−s)ψ(s, τ1, . . . , τj−1) ds,

j = 2, . . . , n.

(1.4.6)

Ñâîéñòâî 5. Ïóñòü τ1 = · · · = τk. Òîãäà èìåþò ìåñòî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ

ψ(t, τ1, . . . , τj) =
tj−1

(j − 1)!
eτjt, j = 1, . . . , k.

Ñâîéñòâî 6. Ïóñòü τi 6= τj, i, j = 1, . . . , n. Òîãäà èìåþò ìåñòî
ïðåäñòàâëåíèÿ

ψ(t, τ1, . . . , τj) =

j∑

l=1

Ajle
τlt, j = 2, . . . , n,

ãäå
Ajl =

1
j∏

k=1, l 6=k

(τl − τk)

.

Ñâîéñòâî 7. Ïóñòü τj−1 6= τj. Òîãäà èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà

ψ(t, τ1, . . . , τj−1, τj)

≡ 1

τj − τj−1
[ψ(t, τ1, . . . , τj−2, τj)− ψ(t, τ1, . . . , τj−2, τj−1)] ,

j = 3, . . . , n.

Òåîðåìà 1.4.1. Ïðåäñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì
(1.4.2) â âèäå

Pn(τ ) = Pn1(τ ) . . . Pnk
(τ ), n1 + · · · + nk = n,
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ãäå Pnj
(τ ) � âçàèìíî ïðîñòûå ïîëèíîìû ïîðÿäêà nj, j = 1, . . . , k.

Ïóñòü Mj � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ

Pnj

(
d

dt

)
v = 0.

Òîãäà

M =

k⋃
j=1

Mj

� ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ (1.4.1).
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü τj, j = 1, . . . , k, � êîðíè õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîãî ïîëèíîìà (1.4.2), èìåþùèå êðàòíîñòü nj, n1 + · · ·+nk =

n. Ïóñòü

Mj =
{
eτjt, teτjt, . . . , tnj−1eτjt

}
, j = 1, . . . , k.

Òîãäà

M =

k⋃
j=1

Mj

� ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ (1.4.1).
Ñëåäñòâèå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.4.1, ïî-

ñêîëüêó â êà÷åñòâå âçàèìíî ïðîñòûõ ïîëèíîìîâ ìîæíî âçÿòü Pnj
(τ ) =

(τ − τj)
nj , è â ñèëó ñâîéñòâà 5 íàáîð ôóíêöèé

M̃j =

{
eτjt,

t

1!
eτjt, . . . ,

tnj−1

(nj − 1)!
eτjt

}

ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ
Pnj

(
d

dt

)
v = 0.

Óïðàæíåíèå. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíå-
íèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Pn

(
d

dt

)
u = ϕ(t), (1.4.7)
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ãäå ϕ(t) ∈ C(R). Ïîêàçàòü, ÷òî â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ýòîãî
óðàâíåíèÿ ìîæíî âçÿòü ôóíêöèþ

u÷àñò(t) =

t∫

0

ψ(t− s, τ1, . . . , τn)ϕ(s) ds.

Èç óïðàæíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìó ψ-ôóíêöèé (1.4.5) ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîä-
íîãî óðàâíåíèÿ (1.4.7). (Íå íóæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä âàðèàöèè
ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ!)

Çàìå÷àíèå. Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ñèñòåìû
ψ-ôóíêöèé ñì. [3, 4].

� 1.5. Ñâîéñòâà ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû

Ïóñòü A � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n× n. Â ïåðâîì ïà-
ðàãðàôå ìû îïðåäåëèëè ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó êàê ñëåäóþùèé
ñòåïåííîé ðÿä

etA = I +
t

1!
A +

t2

2!
A2 + · · · + tj

j!
Aj + . . . .

Èç ðåçóëüòàòîâ ýòîãî æå ïàðàãðàôà âûòåêàåò, ÷òî ìàòðè÷íóþ ýêñ-
ïîíåíòó ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè





dY

dt
= AY,

Y |t=0 = I.

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ êîìïàêòíûõ ïðåäñòàâëåíèé ìàò-
ðè÷íîé ýêñïîíåíòû ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå æîðäàíîâîé ôîðìû
ìàòðèöû. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü T � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà òà-
êàÿ, ÷òî

T−1AT = J,
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ãäå J � æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöû A. Òîãäà

etA = TetJT−1.

Ïðèâåäåì åùå äâà ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû.

Òåîðåìà 1.5.1. Ïóñòü τ1, . . . , τn � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ìàòðèöû A. Òîãäà èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

etA = ψ(t, τ1)I + ψ(t, τ1, τ2)(A− τ1I)

+ · · · + ψ(t, τ1, τ2, . . . , τn)(A− τ1I) . . . (A− τn−1I),

ãäå ôóíêöèè ψ(t, τ1, . . . , τj), j = 1, . . . , n, îïðåäåëåíû â (1.4.6).
Òåîðåìà 1.5.2. Ïóñòü γ � êîíòóð â êîìïëåêñíîé ïëîñêî-

ñòè, îõâàòûâàþùèé âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A. Òî-
ãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

etA =
1

2πi

∫

γ

etλ(λI − A)−1dλ.

Óêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû.

Ñâîéñòâî 1. Ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà etA è ìàòðèöà A êîììó-
òàòèâíû

etAA = AetA.

Ñâîéñòâî 2. Åñëè ìàòðèöû A è B êîììóòàòèâíû, òî

AetB = etBA, BetA = etAB,

et(A+B) = etAetB.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü ìàòðèöû A è B òàêèå, ÷òî

et(A+B) = etAetB.

Äîêàçàòü, ÷òî AB = BA.

28



Ñâîéñòâî 3. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(etA)−1 = e−tA.

Ñâîéñòâî 4. Äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû ñïðà-
âåäëèâà ôîðìóëà

det etA = ettr A.

Ñâîéñòâî 5. Èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

etA1 − etA2 ≡
t∫

0

e(t−s)A1(A1 − A2)e
sA2ds.

Èç ñâîéñòâà 5 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ îöåíêà:
∥∥etA1 − etA2

∥∥ ≤ ψ(t, ‖A2‖, ‖A1‖) ‖A1 − A2‖, t > 0.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå îöåíêè äëÿ íîðìû ìàòðè÷íîé ýêñïîíåí-
òû.

Òåîðåìà 1.5.3. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

e−|t|‖A‖ ≤ ‖etA‖ ≤ e|t|‖A‖.

Òåîðåìà 1.5.4 (Ãåëüôàíä � Øèëîâ). Ïóñòü τ1, . . . , τn �
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A, ïðè÷åì Re τj ≤ δ, j = 1, . . . , n.
Òîãäà ïðè t ≥ 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∥∥etA
∥∥ ≤ eδt

(
1 +

2t‖A‖
1!

+
(2t‖A‖)2

2!
+ · · · + (2t‖A‖)n−1

(n− 1)!

)
.
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ÃËÀÂÀ 2.
Êðàåâûå çàäà÷è

äëÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ñè-
ñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà è
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà
íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, íà ïîëóïðÿìîé {t ≥ 0} è íà îãðàíè÷åí-
íîì èíòåðâàëå.

� 2.1. Êðàåâûå çàäà÷è íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé

Ïóñòü A � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n × n. Ðàññìîòðèì
çàäà÷ó î íàõîæäåíèè îãðàíè÷åííûõ âåêòîð-ôóíêöèé y(t), êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

dy

dt
= Ay + f (t), t ∈ R,

ò. å. ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:




dy

dt
= Ay + f (t), t ∈ R,

sup
t∈R

‖y(t)‖ < ∞.
(2.1.1)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî f (t) îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà íà âñåé
÷èñëîâîé ïðÿìîé è ìàòðèöà A íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íà
ìíèìîé îñè. Òîãäà ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé τj, j = 1, . . . , n, ìàòðèöû A èìååò ìåñòî îöåíêà

|Re τj| ≥ δ, j = 1, . . . , n.

Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ.
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Òåîðåìà 2.1.1. Ñóùåñòâóåò åäèícòâåííîå ðåøåíèå y(t) ∈
C1(R) êðàåâîé çàäà÷è (2.1.1), ïðè÷åì

sup
t∈R

‖y(t)‖ ≤ c sup
t∈R

‖f (t)‖,

ãäå c > 0 � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò f (t).
Òåîðåìà 2.1.2. Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.1.1) ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå

y(t) =

∞∫

−∞
G(t− s)f (s) ds, (2.1.2)

ãäå ìàòðèöà G(t) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) d

dt
G(t) ≡ AG(t), t 6= 0;

2) G(t) íåïðåðûâíà âñþäó, êðîìå t = 0, ãäå îíà èìååò ðàçðûâ
ïåðâîãî ðîäà

G(+0)−G(−0) = I ;

3) sup
t∈R

‖G(t)‖ < ∞.

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà G(t), äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ 1)�3), íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è (2.1.1).

Óïðàæíåíèå 1. Ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà Ãðèíà êðàåâîé çàäà-
÷è (2.1.1) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè 1)�3) åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ôóíêöèé u(t), êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

dnu

dtn
+ a1

dn−1u

dtn−1
+ · · · + an−1

du

dt
+ anu = ϕ(t), t ∈ R,
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è îãðàíè÷åíû íà âñåé ïðÿìîé; ò. å. ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó




Pn

(
d

dt

)
u = ϕ(t), t ∈ R,

sup
t∈R

‖u(t)‖ < ∞,
(2.1.3)

ãäå
Pn

(
d

dt

)
=

dn

dtn
+ a1

dn−1

dtn−1
+ · · · + an−1

d

dt
+ anI.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ϕ(t) îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà íà âñåé
÷èñëîâîé ïðÿìîé è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì Pn(τ ) íå èìååò
êîðíåé íà ìíèìîé îñè. Òîãäà ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ
êîðíåé τj, j = 1, . . . , n, ïîëèíîìà Pn(τ ) èìååò ìåñòî îöåíêà

|Re τj| ≥ δ, j = 1, . . . , n.

Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ.

Òåîðåìà 2.1.3. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(t) ∈
Cn(R) êðàåâîé çàäà÷è (2.1.3), ïðè÷åì

sup
t∈R

|u(t)| ≤ c sup
t∈R

|ϕ(t)|,

ãäå c > 0 � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò ϕ(t).
Òåîðåìà 2.1.4. Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.1.3) ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå

u(t) =

∞∫

−∞
g(t− s)ϕ(s) ds,

ãäå ôóíêöèÿ g(t) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

10) Pn

(
d

dt

)
g(t) ≡ 0, t 6= 0;
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20) g(t) ∈ Cn−2(R), ïðè÷åì g(n−1)(t) íåïðåðûâíà âñþäó, êðîìå
t = 0, ãäå îíà èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà, ò. å.

g(+0)− g(−0) = 0,

g′(+0)− g′(−0) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

g(n−2)(+0)− g(n−2)(−0) = 0,

g(n−1)(+0)− g(n−1)(−0) = 1;

30) sup
t∈R

|g(t)| < ∞.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ g(t), äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ 10)�30), íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è (2.1.3).

Óïðàæíåíèå 2.Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà êðàåâîé çàäà-
÷è (2.1.3) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè 10)�30) åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

� 2.2. Êðàåâûå çàäà÷è íà ïîëóïðÿìîé

Ðàññìîòðèì íà ïîëóïðÿìîé {t ≥ 0} êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñè-
ñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè





dy

dt
= Ay + f (t), t > 0,

By|t=0 = ϕ,

sup
t≥0

‖y(t)‖ < ∞.

(2.2.1)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî f (t) îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà ïðè t ≥
0, ìàòðèöà A ðàçìåðà n × n íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íà
ìíèìîé îñè, ò. å. |Re τj| ≥ δ > 0, j = 1, . . . , n; B � ïîñòîÿííàÿ
ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m × n, m ≤ n, âåêòîð ϕ èìååò
m êîìïîíåíò.
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Îáñóäèì, êàêèì óñëîâèÿì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ìàòðèöà B,
÷òîáû êðàåâàÿ çàäà÷à (2.2.1) èìåëà åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y(t)

ïðè ëþáûõ çàäàííûõ f (t) è ϕ.
Çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì îäíî-

ðîäíîé ñèñòåìû, ò. å. ïðè f (t) ≡ 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîäîëæèì
âåêòîð-ôóíêöèþ f (t) íà îòðèöàòåëüíóþ ïîëóîñü òàê, ÷òîáû ïîëó-
÷åííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ f̄ (t) áûëà îãðàíè÷åííîé è íåïðåðûâíîé
ïðè t ∈ R; íàïðèìåð,

f̄ (t) = f (|t|).
Òîãäà, êàê ìû çíàåì èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå x(t) êðàåâîé çàäà÷è íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé





dx

dt
= Ax + f̄ (t), t ∈ R,

sup
t∈R

‖x(t)‖ < ∞,

ïðè÷åì

x(t) =

∞∫

−∞
G(t− s)f̄ (s) ds,

ãäå G(t) � ìàòðèöà Ãðèíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è (2.2.1)
ìîæíî èñêàòü â âèäå

y(t) = x(t) + z(t),

ãäå âåêòîð-ôóíêöèÿ z(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è




dz

dt
= Az, t > 0,

Bz|t=0 = ψ,

sup
t≥0

‖z(t)‖ < ∞,

(2.2.2)

ãäå

ψ = ϕ−
∞∫

−∞
BG(−s)f̄ (s) ds.
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Î÷åâèäíî, êðàåâàÿ çàäà÷à (2.2.1) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè ëþ-
áûõ f (t) è ϕ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (2.2.2)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z(t) ïðè ëþáîì âåêòîðå ψ. Ïîýòîìó
â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó (2.2.1) ïðè f (t) ≡ 0.

Ïóñòü n+ � ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A òàêèõ,
÷òî Re τj ≥ δ, n− � ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A

òàêèõ, ÷òî Re τj ≤ −δ. Ïóñòü T � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà òàêàÿ,
÷òî

T−1AT =

(
A+ 0

0 A−

)
,

ãäå A+ � ìàòðèöà ðàçìåðà n+ × n+, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
êîòîðîé ëåæàò â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, A− � ìàòðèöà ðàçìåðà
n− × n−, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé ëåæàò â ëåâîé ïîëó-
ïëîñêîñòè. ßñíî, ÷òî ìàòðèöà T îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç T+ ïåðâûå n+ ñòîëáöîâ ìàòðèöû T , à ÷åðåç T− �
ïîñëåäíèå n− ñòîëáöîâ ìàòðèöû T , ò. å.

T = (T+T−).

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà T íåâûðîæäåíà è

AT = T

(
A+ 0

0 A−

)
,

òî ñòîëáöû ìàòðèöû T− îáðàçóþò áàçèñ â íåêîòîðîì ïîäïðî-
ñòðàíñòâå M−, èíâàðèàíòíîì îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ A.
Î÷åâèäíî, ÷òî â êà÷åñòâå áàçèñà â M− ìîæíî âçÿòü ñîáñòâåííûå è
ïðèñîåäèíåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèÿì τj òàêèì, ÷òî Re τj ≤ −δ.

Òåîðåìà 2.2.1. Ðåøåíèå y(t) îäíîðîäíîé ñèñòåìû
dy

dt
= Ay (2.2.3)

áóäåò îãðàíè÷åííûì íà ïîëóïðÿìîé {t ≥ 0} òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà y(0) ∈ M−.
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Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû
(2.2.3), îãðàíè÷åííîå ïðè âñåõ t ≥ 0, èìååò âèä

y(t) = T−etA−C,

ãäå C = (C1, . . . , Cn−)T � ïîñòîÿííûé âåêòîð. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è (2.2.1) ïðè ëþáîì
âåêòîðå ϕ (íàïîìíèì, ÷òî f (t) ≡ 0) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû ñèñòåìà óðàâíåíèé

By|t=0 = BT−C = ϕ

èìåëà åäèíñòâåííîå ðåøåíèå C ïðè ëþáîì ϕ. Îòñþäà ïîëó÷àåì
óñëîâèÿ íà ìàòðèöó B:

1) ÷èñëî ñòðîê ìàòðèöû B ðàâíî n−;
2) det(BT−) 6= 0.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè äëÿ ìàòðèöû B âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1)
è 2), òî B óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëîïàòèíñêîãî.

Èòàê, åñëè ìàòðèöà B óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëîïàòèíñêîãî,
òî êðàåâàÿ çàäà÷à (2.2.1) ïðè f (t) ≡ 0 è ëþáîì âåêòîðå ϕ èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

y(t) = T−etA−(BT−)−1ϕ.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüôàíäà � Øèëîâà (ñì. � 1.5), ïîëó÷àåì
îöåíêó

‖y(t)‖ ≤ ce−
δt
2 ‖ϕ‖, t ≥ 0,

ãäå c > 0 � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò ϕ.
Ðàíåå ìû îòìå÷àëè, ÷òî âîïðîñ îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìî-

ñòè êðàåâîé çàäà÷è (2.2.1) ïðè ëþáûõ çàäàííûõ f (t) è ϕ ñâîäèòñÿ
ê èçó÷åíèþ ýòîé çàäà÷è ïðè f (t) ≡ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, èç ïðåäû-
äóùåãî âûòåêàåò, ÷òî çàäà÷à (2.2.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
ïðè ëþáîé íåïðåðûâíîé îãðàíè÷åííîé âåêòîð-ôóíêöèè f (t) è ëþ-
áîì âåêòîðå ϕ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà B óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ Ëîïàòèíñêîãî.
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Çàìå÷àíèå 1. Åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A

ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, òî óñëîâèå Ëîïàòèíñêîãî îçíà÷àåò,
÷òî ìàòðèöà B èìååò ðàçìåð n× n è det B 6= 0.

Çàìå÷àíèå 2. Â ôîðìóëèðîâêå óñëîâèÿ Ëîïàòèíñêîãî ôè-
ãóðèðóåò ìàòðèöà T−, ñòîëáöû êîòîðîé îáðàçóþò áàçèñ â ïîä-
ïðîñòðàíñòâå M−. Íî ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé äðóãîé ìàòðèöû T̃−,
ñòîëáöû êîòîðîé îáðàçóþò áàçèñ â M−, ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåí-
íàÿ ìàòðèöà Π ðàçìåðà n−×n− òàêàÿ, ÷òî T̃− = T−Π, òî óñëîâèå
det(BT−) 6= 0 íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà â M−. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíîé çàäà÷è â êà÷åñòâå ñòîëáöîâ ìàòðè-
öû T− ìîæíî âçÿòü ñîáñòâåííûå è ïðèñîåäèíåííûå âåêòîðû ìàò-
ðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì τj òàêèì, ÷òî
Re τj ≤ −δ.

Óïðàæíåíèå. Îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ ïàðàìåòðàõ α è β âû-
ïîëíåíî óñëîâèå Ëîïàòèíñêîãî äëÿ êðàåâîé çàäà÷è





dy

dt
=

(
0 1

1 0

)
y, t > 0,

αy1 + βy2|t=0 = ϕ,

sup
t≥0

‖y(t)‖ < ∞,

è âûïèñàòü ðåøåíèå.

� 2.3. Êðàåâûå çàäà÷è íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå

Ðàññìîòðèì íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå (a, b) ⊂ R êðàåâóþ
çàäà÷ó äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïå-
ðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè





dy

dt
= A(t)y + f (t), t ∈ (a, b),

Ly|t=a +Ry|t=b = ϕ.
(2.3.1)
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî A(t) � ìàòðèöà ðàçìåðà n× n, ýëåìåí-
òû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò êëàññó C[a, b], f (t) ∈ C[a, b], L è R �
ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ðàçìåðà n× n, ϕ � ïîñòîÿííûé âåêòîð.

Îïðåäåëåíèå. Êðàåâàÿ çàäà÷à (2.3.1) íàçûâàåòñÿ îäíîðîä-
íîé, åñëè f (t) ≡ 0 è ϕ = 0.

Íèæå ìû ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó, êîòîðàÿ äàåò íåîáõîäèìîå
è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

y(t) ∈ C1(a, b) ∩ C[a, b]

êðàåâîé çàäà÷è (2.3.1) ïðè ëþáûõ äàííûõ f (t) ∈ C[a, b] è ϕ.

Òåîðåìà 2.3.1. Ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíò-
íû:

1) îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (2.3.1) èìååò òîëüêî òðèâè-
àëüíîå ðåøåíèå y(t) ≡ 0;

2) êðàåâàÿ çàäà÷à (2.3.1) ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ f (t) ∈ C[a, b]

è ϕ;
3) îïðåäåëèòåëü ∆ = det(LY (a) +RY (b)) íå ðàâåí íóëþ, ãäå

Y (t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìû dy

dt
=

A(t)y.
Ñëåäñòâèå. Êðàåâàÿ çàäà÷à (2.3.1) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà

ïðè ëþáûõ f (t) ∈ C[a, b] è ϕ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆ 6= 0,
ïðè ýòîì ðåøåíèå èìååò âèä

y(t) = Y (t)(LY (a) +RY (b))−1(ϕ−Rg)

+

t∫

a

Y (t)(Y (τ ))−1f (τ ) dτ, (2.3.2)

ãäå

g =

b∫

a

Y (b)(Y (τ ))−1f (τ ) dτ.
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Çàìå÷àíèå 1. Óñëîâèå îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè:

∆ = det(LY (a) +RY (b)) 6= 0 (2.3.3)

íå çàâèñèò îò âûáîðà ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ðåøåíèé Y (t).

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ∆ = 0, òî êðàåâàÿ çàäà÷à (2.3.1) ðàç-
ðåøèìà íå ïðè ëþáûõ f (t) è ϕ. Íî åñëè ïðè çàäàííûõ f (t) è ϕ

ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.3.1) ñóùåñòâóåò, òî îíî îïðåäåëåíî íå
îäíîçíà÷íî.

Çàìå÷àíèå 3. Âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ êðàå-
âûå çàäà÷è âèäà





dy

dt
= A(t)y + f (t), t ∈ (a, b),

Ly|t=a = ϕ,

Ry|t=b = ψ,

ãäå L � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà l×n, R � ïîñòîÿííàÿ ìàò-
ðèöà ðàçìåðà r × n, ïðè÷åì l + r = n. Î÷åâèäíî, òàêèå çàäà÷è
âõîäÿò â êëàññ êðàåâûõ çàäà÷ âèäà (2.3.1).

Óïðàæíåíèå 1. Ïîêàçàòü, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à




dy

dt
=

(
0 1

−π2 0

)
y +

(
0

f (t)

)
, t ∈ (0, 1),

y1(0) = y1(1) = 0

èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f (t) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ

1∫

0

f (t) sin(πt) dt = 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íà èíòåðâàëå (a, b) ⊂ R êðàåâóþ çàäà-
÷ó äëÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíîãî
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ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè




Pn

(
t,

d

dt

)
u = h(t), t ∈ (a, b),

L~u|t=a +R~u|t=b = ϕ,
(2.3.4)

ãäå

Pn

(
t,

d

dt

)
=

dn

dtn
+ a1(t)

dn−1

dtn−1
+ · · · + an−1(t)

d

dt
+ an(t)I,

aj(t) ∈ C[a, b], j = 1, . . . , n, h(t) ∈ C[a, b],

~u(t) =




u(t)

u′(t)
...

u(n−1)(t)


 , ϕ =




ϕ1

ϕ2...
ϕn


 ,

L è R � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ðàçìåðà n× n.

Îïðåäåëåíèå. Êðàåâàÿ çàäà÷à (2.3.4) íàçûâàåòñÿ îäíîðîä-
íîé, åñëè h(t) ≡ 0, ϕi = 0, i = 1, . . . , n.

Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.3.4) åñòåñòâåííî èñêàòü â êëàññå
ôóíêöèé Cn(a, b) ∩ Cn−1[a, b]. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò íåîáõî-
äèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è
(2.3.4) ïðè ëþáûõ äàííûõ h(t) ∈ C[a, b] è ϕ.

Òåîðåìà 2.3.2. Ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíò-
íû:

1) îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (2.3.4) èìååò òîëüêî òðèâè-
àëüíîå ðåøåíèå u(t) ≡ 0;

2) êðàåâàÿ çàäà÷à (2.3.4) ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ h(t) ∈ C[a, b],
ϕi, i = 1, . . . , n;

3) îïðåäåëèòåëü ∆̃ = det(LU(a) + RU(b)) íå ðàâåí íóëþ,
ãäå U(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ
Pn

(
t,

d

dt

)
u = 0.
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Çàìå÷àíèå 4. Óñëîâèå îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè: ∆̃ 6= 0 íå
çàâèñèò îò âûáîðà ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ðåøåíèé U(t).

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê êðàåâîé çàäà÷å (2.3.1) äëÿ ñèñòåìû äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå îäíîçíà÷-
íîé ðàçðåøèìîñòè (2.3.3) âûïîëíåíî. Òîãäà, êàê îòìå÷àëîñü âû-
øå, ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.3.1) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
(2.3.2). Â ÷àñòíîñòè, ïðè ϕ = 0 îíî èìååò âèä

y(t) = −Y (t)(LY (a) +RY (b))−1Rg

+

t∫

a

Y (t)(Y (τ ))−1f (τ ) dτ. (2.3.5)

Ïîñêîëüêó

g =

b∫

a

Y (b)(Y (τ ))−1f (τ ) dτ,

ïåðåïèøåì ôîðìóëó (2.3.5) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y(t) = Y (t)(LY (a) +RY (b))−1

×
[
(LY (a)+RY (b))

t∫

a

(Y (τ ))−1f (τ ) dτ−RY (b)

b∫

a

(Y (τ ))−1f (τ ) dτ

]

= Y (t)(LY (a) +RY (b))−1

×
[
LY (a)

t∫

a

(Y (τ ))−1f (τ ) dτ −RY (b)

b∫

t

(Y (τ ))−1f (τ ) dτ

]
.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

G(t, τ ) =

{
Y (t)(LY (a) +RY (b))−1LY (a)(Y (τ ))−1, a < τ < t,

−Y (t)(LY (a) +RY (b))−1RY (b)(Y (τ ))−1, t < τ < b.
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Î÷åâèäíî, èñïîëüçóÿ ýòó ìàòðèöó, ôîðìóëó (2.3.5) ìîæíî ïåðå-
ïèñàòü â âèäå

y(t) =

b∫

a

G(t, τ )f (τ ) dτ.

Èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ìàòðèöà G(t, τ ) îáëàäàåò ñëå-
äóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) ïðè t 6= τ èìååò ìåñòî òîæäåñòâî d

dt
G(t, τ ) ≡ A(t)G(t, τ );

2) ìàòðèöà G(t, τ ) èìååò �ñêà÷îê� íà äèàãîíàëè êâàäðàòà (a, b)×
(a, b):

G(τ + 0, τ )−G(τ − 0, τ ) = I ;

3) ìàòðèöà G(t, τ ) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

LG(a, τ ) +RG(b, τ ) = 0, τ ∈ (a, b).

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà G(t, τ ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
1)�3), íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è (2.3.1).

Óïðàæíåíèå 2. Ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà Ãðèíà êðàåâîé çàäà-
÷è (2.3.1) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè 1)�3) åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ êðàåâîé çàäà÷è (2.3.4) äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ u(t) ÿâëÿåò-
ñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (2.3.4) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âåêòîð-ôóíêöèÿ ~u(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé êðàåâîé çà-
äà÷è: 




d

dt
~u = Ã(t)~u + f̃ (t), t ∈ (a, b),

L~u|t=a +R~u|t=b = ϕ,
(2.3.6)
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ãäå

Ã(t) =




0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0

... ... ... . . . ...

0 0 0 . . . 1

−an(t)−an−1(t)−an−2(t) . . . −a1(t)




, f̃ (t) =




0

0

...

0

h(t)




.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå îäíîçíà÷íîé ðàçðå-
øèìîñòè: ∆̃ 6= 0. Òîãäà èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ïðè ϕ = 0

ðåøåíèå çàäà÷è (2.3.6) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

~u(t) =

b∫

a

G̃(t, τ )f̃ (τ ) dτ,

ãäå G̃(t, τ ) � ìàòðèöà Ãðèíà ýòîé êðàåâîé çàäà÷è. Ñ ó÷åòîì âèäà
âåêòîð-ôóíêöèè f̃ (t) ïîëó÷àåì

u(t) =

b∫

a

g(t, τ )h(τ ) dτ,

ãäå g(t, τ ) � ïîñëåäíèé ýëåìåíò ïåðâîé ñòðîêè ìàòðèöû G̃(t, τ ).
Èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ g(t, τ ) îáëàäàåò ñëå-

äóþùèìè ñâîéñòâàìè:
10) ïðè t 6= τ èìååò ìåñòî òîæäåñòâî Pn

(
t,

d

dt

)
g(t, τ ) ≡ 0;

20) â êâàäðàòå (a, b) × (a, b) ôóíêöèÿ g(t, τ ) è âñå åå ïðîèç-
âîäíûå g(k)(t, τ ), k = 1, . . . , n − 2, íåïðåðûâíû, à íà äèàãîíàëè
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ïðîèçâîäíàÿ (n− 1)-ãî ïîðÿäêà èìååò �ñêà÷îê�, ðàâíûé 1, ò. å.:
g(τ + 0, τ )− g(τ − 0, τ ) = 0,

g′(τ + 0, τ )− g′(τ − 0, τ ) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

g(n−2)(τ + 0, τ )− g(n−2)(τ − 0, τ ) = 0,

g(n−1)(τ + 0, τ )− g(n−1)(τ − 0, τ ) = 1;

30) ôóíêöèÿ g(t, τ ) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

L




g(a, τ )

g′(a, τ )

...

g(n−1)(a, τ )




+R




g(b, τ )

g′(b, τ )

...

g(n−1)(b, τ )




= 0, τ ∈ (a, b).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ g(t, τ ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
10)�30), íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è (2.3.4).

Óïðàæíåíèå 3.Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà êðàåâîé çàäà-
÷è (2.3.4) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè 10)�30) åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåííûõ óòâåðæäåíèé ìîæíî ïðî÷èòàòü,
íàïðèìåð, â [2, 7].

� 2.4. Çàäà÷à Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ

Ðàññìîòðèì íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå (a, b) ⊂ R êðàåâóþ
çàäà÷ó äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïî-
ðÿäêà 




d2y

dt2
+ q(t)y + λy = 0, t ∈ (a, b),

l1y + l2
dy

dt

∣∣
t=a

= 0,

r1y + r2
dy

dt

∣∣
t=b

= 0,

(2.4.1)
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ãäå q(t) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [a, b],
λ � ÷èñëîâîé ïàðàìåòð, lj, rj, j = 1, 2, � âåùåñòâåííûå ÷èñëà,
ïðè÷åì

|l1| + |l2| 6= 0, |r1| + |r2| 6= 0,

ò. å. êðàåâàÿ çàäà÷à (2.4.1) íåâûðîæäåíà.
Îïðåäåëåíèå. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðîì êðàåâàÿ

çàäà÷à (2.4.1) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì êðàåâîé çàäà÷è (2.4.1), à ñîîòâåòñòâóþùåå åìó
ðåøåíèå y(t, λ) 6≡ 0 � ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé.

Îïðåäåëåíèå. Çàäà÷à î íàõîæäåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé êðàåâîé çàäà÷è (2.4.1) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé
Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ.

Ïðèâåäåì îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ î çàäà÷åØòóðìà � Ëèóâèë-
ëÿ.

1. Äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ êðàåâîé çàäà÷è (2.4.1)
ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ y(t, λ).

2. Åñëè y(t, λ1) è y(t, λ2) � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå äâóì ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1 è λ2, òî

b∫

a

y(t, λ1)y(t, λ2) dt = 0,

ò. å. ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îðòîãîíàëüíû.
3. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (2.4.1) ìîãóò áûòü

òîëüêî âåùåñòâåííûìè.
4. Êðàåâàÿ çàäà÷à (2.4.1) èìååò ñ÷åòíîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé λj, j = 1, 2, . . . , ïðè÷åì îíè îãðàíè÷åíû ñíèçó è íåîãðà-
íè÷åííû ñâåðõó, ò. å.

−∞ < λ1 < λ2 < · · · < λn < . . . , lim
j→∞

λj = ∞.
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ÷åòâåðòîãî óòâåðæäåíèÿ
èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòî-
ÿòåëüíûé èíòåðåñ.

ÒåîðåìàØòóðìà (î ñðàâíåíèè). Ïóñòü ôóíêöèÿ y(t) 6≡ 0

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

d2y

dt2
+ Q(t)y = 0,

à ôóíêöèÿ z(t) 6≡ 0 � ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

d2z

dt2
+ q(t)z = 0, (2.4.2)

ãäå Q(t), q(t) ∈ C[a, b], ïðè÷åì Q(t) ≥ q(t). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
t1, t2 ∈ [a, b] � ñîñåäíèå íóëè ôóíêöèè z(t), ò. å. z(t1) = z(t2) = 0

è z(t) 6= 0, t ∈ (t1, t2). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî
çíà÷åíèå t∗ ∈ [t1, t2] òàêîå, ÷òî y(t∗) = 0.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü â óñëîâèè òåîðåìû âûïîëíåíî ñòðî-
ãîå íåðàâåíñòâî Q(t) > q(t), t ∈ [t1, t2]. Òîãäà íà îòêðûòîì èí-
òåðâàëå (t1, t2) ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íóëü ôóíêöèè
y(t).

Ñëåäñòâèå 2. Ëþáîå ðåøåíèå z(t) 6≡ 0 óðàâíåíèÿ (2.4.2) ïðè
q(t) ≤ 0, t ∈ [a, b], íå ìîæåò èìåòü íà [a, b] áîëåå îäíîãî íóëÿ.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì òåîðåìó Â. À. Ñòåêëîâà, êîòîðàÿ èìå-
åò î÷åíü âàæíîå çíà÷åíèå ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâ-
íåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Òåîðåìà (Â. À. Ñòåêëîâ). Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ (2.4.1) ïîëíà â L2(a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåííûõ óòâåðæäåíèé ìîæíî ïðî÷èòàòü,
íàïðèìåð, â [7].

Çàìå÷àíèå. Âñå ïåðå÷èñëåííûå óòâåðæäåíèÿ î çàäà÷å (2.4.1)
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îáîáùàþòñÿ äëÿ çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ




d

dt

(
p(t)

dy

dt

)
+ q(t)y + λy = 0, t ∈ (a, b),

l1y + l2
dy

dt

∣∣
t=a

= 0,

r1y + r2
dy

dt

∣∣
t=b

= 0,

ãäå âåùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè

p(t) ∈ C1[a, b], p(t) > 0, q(t) ∈ C[a, b].

Óïðàæíåíèÿ (À. Êíåçåð).

1. Ïóñòü q(t) ≥ 1

4t2
+

ε

t2
, ε > 0, t ∈ [t0,∞), t0 > 0. Äîêàçàòü,

÷òî ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.4.2) èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
íóëåé.

2. Ïóñòü q(t) ≤ 1

4t2
, t ∈ [t0,∞), t0 > 0. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå

ðåøåíèå z(t) 6≡ 0 óðàâíåíèÿ (2.4.2) èìååò íå áîëåå îäíîãî íóëÿ.
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ÃËÀÂÀ 3.
Íåëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Â ýòîé ãëàâå ìû ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè
íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìû ñôîðìóëèðóåì
êëàññè÷åñêèå òåîðåìû î ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè
äëÿ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îáñóäèì âàæíîå
ïîíÿòèå íåïðîäîëæàåìîãî ðåøåíèÿ, ïðèâåäåì òåîðåìû î íåïðå-
ðûâíîé è äèôôåðåíöèðóåìîé çàâèñèìîñòè íåïðîäîëæàåìûõ ðå-
øåíèé çàäà÷è Êîøè, ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó Ëÿïóíîâà �î ñóùå-
ñòâîâàíèè ðåøåíèÿ â öåëîì�. Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîò-
ðèì íåêîòîðûå êëàññû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèÿ
êîòîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü â êâàäðàòóðàõ ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàð-
íûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, à òàêæå êëàññû äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, äîïóñêàþùèõ ïîíèæåíèå ïîðÿäêà.

� 3.1. Ñèñòåìû íåëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñëåäóþ-
ùåãî âèäà:

dy

dt
= f (t, y), (3.1.1)

ãäå âåêòîð-ôóíêöèÿ f (t, y) : G ⊆ Rn+1 → Rn çàäàíà. Â ðàçâåð-
íóòîé çàïèñè ñèñòåìà (3.1.1) èìååò âèä





dy1

dt
= f1(t, y1, . . . , yn),

. . . . . . . . . . . . . . . .

dyn

dt
= fn(t, y1, . . . , yn).

Ìû âñåãäà áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà âåêòîð-ôóíêöèÿ
f (t, y) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â îáëàñòè G.
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Îïðåäåëåíèå. Ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.1.1) íà èíòåðâàëå (a, b)

íàçûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ

y(t) = (y1(t), . . . , yn(t))T ∈ C1(a, b)

òàêàÿ, ÷òî
(t, y(t)) ∈ G ïðè t ∈ (a, b),

d

dt
y(t) ≡ f (t, y(t)) íà (a, b).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû
(3.1.1) íà îòðåçêå [a, b] (èëè íà ïðîìåæóòêàõ [a, b), (a, b]) ñ òîé
ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíî-
ñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê

{t, y1(t), . . . , yn(t)}, t ∈ (a, b),

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé ñèñòåìû (3.1.1).

Îñíîâíîé çàäà÷åé äëÿ ñèñòåìû (3.1.1), êîòîðóþ ìû áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à Êîøè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (t0, y0) ∈ G � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà.
Çàäà÷à î íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ y(t) ñèñòåìû (3.1.1), ïðèíèìàþ-
ùåãî ïðè t = t0 çíà÷åíèå y0, íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè:





dy

dt
= f (t, y),

y|t=t0 = y0.
(3.1.2)

Óñëîâèå y(t0) = y0 íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì.
Î÷åâèäíî, íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (3.1.2) ãåîìåò-

ðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ïîñòðîåíèþ èíòåãðàëüíîé êðèâîé ñèñòåìû
(3.1.1), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó (t0, y0).

Â äàëüíåéøåì, ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü èçëîæåíèå, ìû áóäåì
èíòåðåñîâàòüñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è Êîøè (3.1.2), îïðåäåëåííûìè
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íà èíòåðâàëå (a, b) èëè íà îòðåçêå [a, b], äëÿ êîòîðûõ òî÷êà t0 ÿâ-
ëÿåòñÿ âíóòðåííåé. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ãàðàíòèðóåò ëîêàëüíóþ
ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè (3.1.2).

Òåîðåìà (Äæ. Ïåàíî). Ïóñòü çàìêíóòûé öèëèíäð

Ö = {(t, y) ∈ Rn+1 : |t− t0| ≤ T, ‖y − y0‖ ≤ r} (3.1.3)

ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè G. Îáîçíà÷èì

F = max
(t,y)∈Ö

‖f (t, y)‖, T0 = min
{

T,
r

F

}
.

Òîãäà íà îòðåçêå {|t − t0| ≤ T0} ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè (3.1.2).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïåàíî ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð,
â ó÷åáíèêàõ [2, 9, 10].

Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå Ïåàíî ðå÷ü èäåò òîëüêî î ñóùåñòâî-
âàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû ïîêàçûâà-
þò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ,
íóæíû äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ íà ïðàâóþ ÷àñòü f (t, y) ñè-
ñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Â êà÷åñòâå îäíîãî èç òàêèõ ïðèìåðîâ ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ
çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ





dy

dt
=

√
|y|,

y|t=t0 = y0.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïîëåçíî íàðèñîâàòü
èíòåãðàëüíûå êðèâûå â ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ (t, y), ïðîõîäÿùèå
â îêðåñòíîñòè îñè Ot.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ãàðàíòèðóåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøè-
ìîñòü çàäà÷è Êîøè (3.1.2).

Òåîðåìà (Ý. Ïèêàð). Ïóñòü öèëèíäð Ö ñîäåðæèòñÿ â îá-
ëàñòè G è â ýòîì öèëèíäðå âåêòîð-ôóíêöèÿ f (t, y) óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî y, ò. å. ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà L >
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0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê (t, y1), (t, y2) ∈ Ö âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

‖f (t, y1)− f (t, y2)‖ ≤ L‖y1 − y2‖.
Òîãäà íà îòðåçêå {|t − t0| ≤ T0}, óêàçàííîì â òåîðåìå Ïåàíî,
îïðåäåëåíî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.1.2).

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ f (t, y) èìååò íåïðåðûâ-
íûå â îáëàñòè G ïðîèçâîäíûå ∂

∂yj
fi(t, y), i, j = 1, . . . n. Òîãäà íà

îòðåçêå {|t− t0| ≤ T0} îïðåäåëåíî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè (3.1.2).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïèêàðà ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðè-
ìåð, â [2, 9, 10]. Îäíàêî åãî íåòðóäíî ïðîâåñòè ñàìîñòîÿòåëüíî,
èñïîëüçóÿ ñõåìó, îñíîâàííóþ íà äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé ëåì-
ìû.

Ëåììà 3.1.1. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.1.2), îïðåäåëåííîå íà
íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå 〈a, b〉, ïðè ýòîì t0 ∈ (a, b), ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

y(t) = y0 +

t∫

t0

f (s, y(s)) ds. (3.1.4)

È íàîáîðîò, íåïðåðûâíîå íà 〈a, b〉 ðåøåíèå ñèñòåìû èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé (3.1.4) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (3.1.2).

Èç ëåììû 3.1.1 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
Ïèêàðà äîñòàòî÷íî äîêàçàòü îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü íà îò-
ðåçêå {|t − t0| ≤ T0} ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (3.1.4) â
êëàññå íåïðåðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (3.1.4) ïîñòðîèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîð-ôóíêöèé {yk(t)} ïî ñëåäóþùåìó ïðà-
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âèëó:

y0(t) ≡ y0,

yk(t) ≡ y0 +

t∫

t0

f (s, yk−1(s)) ds, k ≥ 1.
(3.1.5)

Ëåììà 3.1.2. Íà îòðåçêå {|t− t0| ≤ T0} îïðåäåëåíû è íåïðå-
ðûâíû âñå âåêòîð-ôóíêöèè yk(t), k = 1, 2, . . . .

Ëåììà 3.1.3. Íà îòðåçêå {|t−t0| ≤ T0} èìåþò ìåñòî îöåí-
êè

‖yk(t)− yk−1(t)‖ ≤ FLk−1 |t− t0|k
k!

, k = 1, 2, . . . .

Ëåììà 3.1.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk(t)} ðàâíîìåðíî ñõî-
äèòñÿ íà îòðåçêå {|t− t0| ≤ T0}, ïðè ýòîì ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ
y(t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé (3.1.4).

Ëåììà 3.1.5. Íåïðåðûâíîå íà îòðåçêå {|t− t0| ≤ T0} ðåøå-
íèå y(t) ñèñòåìû (3.1.4) îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî.

Çàìå÷àíèå 1. Îòðåçîê {|t− t0| ≤ T0} íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì
Ïåàíî � Ïèêàðà.

Çàìå÷àíèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé
{yk(t)}, îïðåäåëåííûõ ôîðìóëàìè (3.1.5), íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ Ïèêàðà. Èç ëåìì 3.1.3, 3.1.4 ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó
ïîãðåøíîñòè äëÿ k-ãî ïðèáëèæåíèÿ Ïèêàðà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñêàëÿðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà

dnu

dtn
= g

(
t, u,

du

dt
, . . . ,

dn−1u

dtn−1

)
, (3.1.6)

ãäå çàäàííàÿ ôóíêöèÿ g : G ⊆ Rn+1 → R íåïðåðûâíà.
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Îïðåäåëåíèå. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.1.6) íà èíòåðâàëå (a, b)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
u(t) ∈ Cn(a, b)

òàêàÿ, ÷òî(
t, u(t),

du(t)

dt
, . . . ,

dn−1u(t)

dtn−1

)
∈ G, t ∈ (a, b),

dnu(t)

dtn
≡ g

(
t, u(t),

du(t)

dt
, . . . ,

dn−1u(t)

dtn−1

)
íà (a, b).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (t0, u
0, u1, . . . , un−1) ∈ G � ôèêñèðî-

âàííàÿ òî÷êà. Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à



dnu

dtn
= g

(
t, u,

du

dt
, . . . ,

dn−1u

dtn−1

)
,

u|t=t0 = u0,

du

dt

∣∣∣∣
t=t0

= u1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dn−1u

dtn−1

∣∣∣∣
t=t0

= un−1

(3.1.7)

íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (3.1.6).

Â ñëåäóþùåé ëåììå ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.1.7)
ìîæíî ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ñâåñòè ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè
âèäà (3.1.2).

Ëåììà 3.1.6.Ïóñòü u(t) � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ (3.1.6) íà èíòåðâàëå (a, b), òîãäà âåêòîð-ôóíêöèÿ

y(t) =

(
u(t),

du(t)

dt
, . . . ,

dn−1u(t)

dtn−1

)T

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
dy

dt
= f (t, y), y = (y1, . . . , yn)T , (3.1.8)
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ãäå
f (t, y) = (y2, . . . , yn, g(t, y1, . . . , yn))T ,

íà èíòåðâàëå (a, b). È íàîáîðîò, ïóñòü y(t) = (y1(t), . . . , yn(t))T �
ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.1.8) íà èí-
òåðâàëå (a, b), òîãäà âåêòîð-ôóíêöèÿ y(t) èìååò âèä

y(t) =

(
y1(t),

dy1(t)

dt
, . . . ,

dn−1y1(t)

dtn−1

)T

,

ïðè ýòîì y1(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.1.6) íà èíòåðâàëå
(a, b).

Óïðàæíåíèå. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó îá îäíîçíà÷íîé ðàç-
ðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè (3.1.7), ÿâëÿþùóþñÿ àíàëîãîì òåîðåìû
Ïèêàðà.

� 3.2. Íåïðîäîëæàåìûå ðåøåíèÿ

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû ñôîðìóëèðîâàëè òåîðåìû Ïåà-
íî è Ïèêàðà, â êîòîðûõ èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ëîêàëüíîì ñóùåñòâî-
âàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé 




dy

dt
= f (t, y),

y|t=t0 = y0.
(3.2.1)

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (3.2.1), îïðåäåëåííîãî íà ìàêñèìàëüíî øèðîêîì èí-
òåðâàëå (t−, t+). Äëÿ ýòîé öåëè ìû äàäèì íåêîòîðûå íîâûå îïðå-
äåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü y(t) è ỹ(t) � ðåøåíèÿ ñèñòåìû
dy

dt
= f (t, y), f (t, y) ∈ C(G), (3.2.2)

îïðåäåëåííûå íà ïðîìåæóòêàõ 〈a, b〉 è 〈ã, b̃〉 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè
ýòîì 〈a, b〉 ⊂ 〈ã, b̃〉 è y(t) ≡ ỹ(t) ïðè t ∈ 〈a, b〉. Òîãäà ðåøåíèå
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ỹ(t) íàçûâàåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðåøåíèÿ y(t) ñ 〈a, b〉 íà 〈ã, b̃〉, à
ðåøåíèå y(t) � ñóæåíèåì ðåøåíèÿ ỹ(t) íà 〈a, b〉.

Îïðåäåëåíèå. Ðåøåíèå y(t) ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (3.2.2), îïðåäåëåííîå íà ïðîìåæóòêå 〈t−, t+〉, íàçûâàåòñÿ
íåïðîäîëæàåìûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.2.2) ñ
áîëåå øèðîêîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, ñóæåíèå êîòîðîãî íà 〈t−, t+〉
ñîâïàäàëî áû ñ y(t).

Óïðàæíåíèå. Íàðèñîâàòü èíòåãðàëüíûå êðèâûå â ïëîñêî-
ñòè ïåðåìåííûõ (t, y) äëÿ çàäà÷è Êîøè





dy

dt
= −εy + y2, ε > 0,

y|t=0 = y0.

Îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü èíòåðâàëà (t−, t+) îò ïàðàìåòðîâ ε è y0.
Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ f (t, y)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû Ïèêàðà.

Òåîðåìà 3.2.1. Äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè (t0, y0) ∈ G çà-
äà÷à Êîøè (3.2.1) èìååò åäèíñòâåííîå íåïðîäîëæàåìîå ðåøå-
íèå y(t), îïðåäåëåííîå íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (t−, t+).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæíî ïðî÷èòàòü â [10, 12].
Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü íàãëÿäíîå îáú-

ÿñíåíèå òîãî, ÷òî èíòåðâàë (t−, t+) îïðåäåëåíèÿ íåïðîäîëæàåìî-
ãî ðåøåíèÿ y(t) çàäà÷è Êîøè (3.2.1) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå øèðîêèì
èíòåðâàëîì, íà êîòîðîì ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ðåøåíèå ýòîé çàäà-
÷è.

Òåîðåìà 3.2.2. Ïóñòü y(t) � íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå çà-
äà÷è Êîøè (3.2.1) ñ èíòåðâàëîì îïðåäåëåíèÿ (t−, t+). Òîãäà äëÿ
ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ G ñóùåñòâóåò îòðåçîê [t1, t2] ⊂ (t−, t+)

òàêîé, ÷òî (t, y(t)) íå ïðèíàäëåæèò K ïðè t 6∈ [t1, t2].
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Òåîðåìà 3.2.3. Ïóñòü îáëàñòü G ÿâëÿåòñÿ ïîëîñîé

G = {(t, y) ∈ Rn+1 : t ∈ (a, b), y ∈ Rn} (3.2.3)

è y(t) � íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.2.1) ñ èíòåð-
âàëîì îïðåäåëåíèÿ (t−, t+). Òîãäà

à) ëèáî t+ = b, ëèáî t+ < b è ‖y(t)‖ → ∞ ïðè t → t+;
á) ëèáî t− = a, ëèáî t− > a è ‖y(t)‖ → ∞ ïðè t → t−.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæíî ïðî÷èòàòü â [12].
Ïðèâåäåì òåïåðü äâå òåîðåìû î ãëîáàëüíîì ñóùåñòâîâàíèè

ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Òåîðåìà 3.2.4 (A.Óèíòíåð). Ïóñòü îáëàñòü G ÿâëÿåòñÿ
ïîëîñîé (3.2.3). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ f (t, y) óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ

‖f (t, y)‖ ≤ ϕ(t)g(‖y‖),
ãäå ϕ(t) > 0 � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [a, b], g(u) > 0 � íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [0,∞), ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî ρ > ρ0 > 0

∞∫

ρ

1

g(u)
du = ∞.

Òîãäà äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè (t0, y0) ∈ G íåïðîäîëæàå-
ìîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.2.1) îïðåäåëåíî íà âñåì èíòåðâàëå
(a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæíî ïðî÷èòàòü â [12].
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé â ñëó÷àå, êîãäà âåêòîð-ôóíêöèÿ, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè,
íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà t. Òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ àâòîíîì-
íûìè. Î÷åâèäíî, â çàäà÷å Êîøè äëÿ òàêèõ ñèñòåì â êà÷åñòâå íà-
÷àëüíîé òî÷êè t0 áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî âçÿòü t0 = 0,
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ò. å. 



dy

dt
= f (y),

y|t=0 = y0.
(3.2.4)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ f (y) ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé â øàðå Br = {y ∈ Rn : ‖y‖ ≤ r}, ïðè
ýòîì f (0) = 0. Òîãäà, î÷åâèäíî, y(t) ≡ 0 ÿâëÿåòñÿ íåïðîäîëæà-
åìûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (3.2.4) ïðè y0 = 0, îïðåäåëåííûì
íà âåùåñòâåííîé îñè R. Ìû ñôîðìóëèðóåì çíàìåíèòóþ òåîðåìó
Ëÿïóíîâà, â êîòîðîé äàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà f (y), ãà-
ðàíòèðóþùèå, ÷òî íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.2.4)
îïðåäåëåíî íà ïðàâîé ïîëóîñè {t ≥ 0} ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ
íà÷àëüíûõ äàííûõ y0.

Âíà÷àëå äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ H(y), îïðåäåëåííàÿ â øàðå Br, íà-
çûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.2.4), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè
óñëîâèÿ:

1) H(y) ∈ C1(Br);
2) H(y) ≥ 0 â Br, ïðè÷åì H(y) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà y = 0;

3) 〈f (y),∇H(y)〉 ≡
n∑

j=1

fj(y)
∂

∂yj
H(y) ≤ 0 â Br.

Òåîðåìà 3.2.5 (À. Ì. Ëÿïóíîâ). Ïóñòü â øàðå Br äëÿ ñè-
ñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.2.4) ñóùåñòâóåò ôóíê-
öèÿ Ëÿïóíîâà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ρ ∈ (0, r) òàêîå, ÷òî ïðè ëþ-
áûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ y0 ∈ Bρ íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè (3.2.4) îïðåäåëåíî íà âñåé ïîëóîñè {t ≥ 0}.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ëÿïóíîâà ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðè-
ìåð, â [5].
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� 3.3. Çàâèñèìîñòü ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé îò ïàðàìåòðîâ è íà÷àëüíûõ äàííûõ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïàðà-
ìåòðàìè µ = (µ1, . . . , µk)

dy

dt
= f (t, y, µ). (3.3.1)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
à1) âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ f (t, y, µ) îïðåäåëåíà

è íåïðåðûâíà â îáëàñòè B ⊆ Rn+k+1;
á1) ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂

∂yj
fi(t, y, µ), i, j =

1, . . . , n, êîòîðûå òàêæå íåïðåðûâíû â B.
Èç ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè (t0, y0, µ)

∈ B ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè 




dy

dt
= f (t, y, µ),

y|t=t0 = y0.
(3.3.2)

Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî ðåøåíèå ÷åðåç y(t, µ), à èíòåðâàë ñóùåñòâî-
âàíèÿ ÷åðåç (t−(µ), t+(µ)). Ââåäåì ìíîæåñòâî

M = {(t, µ) ∈ Rk+1 : (t0, y0, µ) ∈ B, t ∈ (t−(µ), t+(µ))}.
Òåîðåìà 3.3.1.Ìíîæåñòâî M � îòêðûòîå â Rk+1, è âåêòîð-

ôóíêöèÿ y(t, µ) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà M.
Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó Êîøè





dy

dt
= f (t, y),

y|t=t0 = y0,
(3.3.3)

ãäå âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ f (t, y) îïðåäåëåíà â îá-
ëàñòè G ⊆ Rn+1 è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
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à2) f (t, y) íåïðåðûâíà â G;
á2) ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂

∂yj
fi(t, y), i, j = 1, . . . , n,

êîòîðûå òàêæå íåïðåðûâíû â G.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (t0, y0) ∈ G. Êàê ìû çíàåì, çàäà÷à Êîøè

(3.3.3) èìååò åäèíñòâåííîå íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî
ïðè èçìåíåíèè íà÷àëüíûõ äàííûõ (t0, y0) èíòåðâàë ñóùåñòâîâà-
íèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò ìåíÿòüñÿ. Îáîçíà÷èì
íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.3.3) ÷åðåç y(t, t0, y0), à èíòåð-
âàë åãî ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åðåç (t−(t0, y0), t+(t0, y0)). Ââåäåì ìíîæå-
ñòâî

M̃ = {(t, t0, y0) ∈ Rn+2 : (t0, y0) ∈ G, t ∈ (t−(t0, y0), t+(t0, y0))}.
Òåîðåìà 3.3.2.Ìíîæåñòâî M̃ � îòêðûòîå â Rn+2, è âåêòîð-

ôóíêöèÿ y(t, t0, y0) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà M̃.
Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ñèñòåìû (3.3.1), íî â äîïîëíåíèå ê

óñëîâèÿì à1) è á1) ïðåäïîëîæèì, ÷òî
â1) ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂

∂µl
fi(t, y, µ), i = 1, . . . , n,

l = 1, . . . , k, êîòîðûå òàêæå íåïðåðûâíû â B.
Ýòî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà âåêòîð-ôóíêöèþ f (t, y, µ) âëå-

÷åò äèôôåðåíöèðóåìîñòü íåïðîäîëæàåìîãî ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåò-
ðàì µk. À èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.3.3. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé à1), á1), â1) ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂

∂µl
yi(t, µ), i = 1, . . . , n,

l = 1, . . . , k, êîòîðûå íåïðåðûâíû íà M.
2. Ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂2

∂t∂µl
yi(t, µ),

∂2

∂µl∂t
yi(t, µ), i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , k,

êîòîðûå íåïðåðûâíû íà M.
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3. Âåêòîð-ôóíêöèÿ vl(t, µ) =
∂

∂µl
y(t, µ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

çàäà÷è Êîøè



dvl

dt
=

(
∂

∂y
f (t, y(t, µ), µ)

)
vl +

∂

∂µl
f (t, y(t, µ), µ),

vl|t=t0 = 0.
(3.3.4)

Ñëåäñòâèå. Íà ìíîæåñòâå M âûïîëíåíû òîæäåñòâà
∂2

∂t∂µl
yi(t, µ) ≡ ∂2

∂µl∂t
yi(t, µ), i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , k.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà óðàâíåíèé â (3.3.4) íàçûâàåòñÿ ñè-
ñòåìîé óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ (ïî ïàðàìåòðàì) äëÿ ñèñòåìû
(3.3.1).

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó Êîøè




dy

dt
= f (t, y),

y|t=t0 = ξ,
(3.3.5)

ãäå âåêòîð-ôóíêöèÿ f (t, y) îïðåäåëåíà â îáëàñòè G ⊆ Rn+1 è óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì à2), á2), (t0, ξ) ∈ G. Êàê ìû çíàåì, ýòà çàäà-
÷à èìååò åäèíñòâåííîå íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå y(t, ξ). Îáîçíà-
÷èì èíòåðâàë ñóùåñòâîâàíèÿ y(t, ξ) ÷åðåç (t−(ξ), t+(ξ)). Ââåäåì
ìíîæåñòâî

M̃0 = {(t, ξ) ∈ Rn+1 : (t0, ξ) ∈ G, t ∈ (t−(ξ), t+(ξ))}.
Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî M̃0 ÿâëÿåòñÿ îòêðû-
òûì â Rn+1 è âåêòîð-ôóíêöèÿ y(t, ξ) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà
M̃0.

Òåîðåìà 3.3.4. Ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂

∂ξj
yi(t, ξ),

∂2

∂t∂ξj
yi(t, ξ),

∂2

∂ξj∂t
yi(t, ξ),
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i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n,

êîòîðûå íåïðåðûâíû íà M̃0.

Ñëåäñòâèå 1. Âåêòîð-ôóíêöèÿ vj(t, ξ) =
∂

∂ξj
y(t, ξ) ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè




dvj

dt
=

(
∂

∂y
f (t, y(t, ξ))

)
vj,

vj|t=t0 = ej,
(3.3.6)

ãäå ej � åäèíè÷íûé âåêòîð, j-ÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî ðàâíà 1.
Ñëåäñòâèå 2. Èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

det

(
∂

∂ξj
yi(t, ξ)

)
≡ exp




t∫

t0

n∑

k=1

∂

∂yk
fk(τ, y(τ, ξ)) dτ


 .

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà óðàâíåíèé â (3.3.6) íàçûâàåòñÿ ñè-
ñòåìîé óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ (ïî íà÷àëüíûì çíà÷åíèÿì) äëÿ
ñèñòåìû (3.3.5).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåííûõ òåîðåì ìîæíî ïðî÷èòàòü, íà-
ïðèìåð, â [1, 2, 9, 10].

� 3.4. Àâòîíîìíûå ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå îáùóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé

dy

dt
= f (t, y), (3.4.1)

ãäå âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ f (t, y) îïðåäåëåíà â îá-
ëàñòè G ⊆ Rn+1 è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

à) f (t, y) íåïðåðûâíà â G;
á) ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂

∂yj
fi(t, y), i, j = 1, . . . , n,

êîòîðûå òàêæå íåïðåðûâíû â G.
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Îïðåäåëåíèå. Òðàåêòîðèåé ðåøåíèÿ y(t) ñèñòåìû (3.4.1),
îïðåäåëåííîãî íà èíòåðâàëå (t−, t+), íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî-
÷åê

S = {y1(t), . . . , yn(t)}, t ∈ (t−, t+),

ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Oy.
Ðàññìîòðèì òåïåðü àâòîíîìíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé
dy

dt
= f (y), f (y) ∈ C1(B), B ⊆ Rn. (3.4.2)

Îòìåòèì, ÷òî òðàåêòîðèè àâòîíîìíûõ ñèñòåì îáëàäàþò ñâîéñòâîì
íåïåðåñå÷åíèÿ (êàê è èíòåãðàëüíûå êðèâûå ñèñòåìû (3.4.1) â ïðî-
ñòðàíñòâå Oty). Ïîýòîìó ïðè èññëåäîâàíèè (3.4.2) öåëåñîîáðàçíî
ðàññìàòðèâàòü èìåííî òðàåêòîðèè (à íå èíòåãðàëüíûå êðèâûå),
ïîñêîëüêó îíè ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó, ðàçìåðíîñòü êîòîðî-
ãî íà åäèíèöó ìåíüøå. Ýòîò ðåçóëüòàò âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé
òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.4.1. Ïóñòü y(t, t0, y0) � íåïðîäîëæàåìîå ðåøå-
íèå ñèñòåìû (3.4.2), îïðåäåëåííîå íà èíòåðâàëå (t−, t+) è òà-
êîå, ÷òî åãî èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (t0, y0).
Òîãäà

y(t + c, t0 + c, y0) = y(t, t0, y0)

ïðè ëþáûõ t, (t + c) ∈ (t−, t+).
Ñëåäñòâèå. Åñëè òðàåêòîðèè S1 è S2 ñèñòåìû (3.4.2) ïåðå-

ñåêàþòñÿ â òî÷êå y0, òî S1 = S2.
Çàìå÷àíèå. Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå

ϕ(t, y0) = y(t, 0, y0),

òî ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ ñèñòåìû (3.4.2) ìîæíî ïàðàìåòðè÷åñêè
çàäàâàòü óðàâíåíèåì

y = ϕ(t, y0).
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Òåîðåìà 3.4.2. Ïóñòü ϕ(t, y0) îïðåäåëåíà íà (−∞,∞). Òîãäà
ñïðàâåäëèâî ãðóïïîâîå ñâîéñòâî

ϕ(t + τ, y0) = ϕ(t, ϕ(τ, y0)).

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà a = (a1, . . . , an) íàçûâàåòñÿ ïîëîæåíè-
åì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (3.4.2), åñëè f (a) = 0.

Î÷åâèäíî, åñëè a = (a1, . . . , an) � ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñè-
ñòåìû (3.4.2), òî y(t) ≡ a � ðåøåíèå ñèñòåìû (3.4.2) íà (−∞,∞),
è ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà y = a � òðàåêòîðèÿ.

Èç ñëåäñòâèÿ ê òåîðåìå 3.4.1 âûòåêàåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ, îò-
ëè÷íàÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé.

Òåîðåìà 3.4.3. Êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (3.4.2) ïðè-
íàäëåæèò ê îäíîìó èç òðåõ òèïîâ:

1) òî÷êà;
2) ãëàäêàÿ êðèâàÿ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé;
3) çàìêíóòàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ (öèêë), è â ýòîì ñëó÷àå îïðå-

äåëÿþùåå ðåøåíèå y(t) = ϕ(t, y0) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíê-
öèåé.

Áîëåå ïîäðîáíî î ñâîéñòâàõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì ñì. â [1, 9,
10].

� 3.5. Ïðèåìû èíòåãðèðîâàíèÿ íåêîòîðûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ðàçâèòèå òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé íà÷àëîñü ñ èññëåäîâàíèé È. Íüþòîíà (1643�1727), Ã. Ëåéáíè-
öà (1646�1716) è èõ áëèæàéøèõ ïîñëåäîâàòåëåé. Á�îëüøàÿ ÷àñòü
ýëåìåíòàðíûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé áûëà ðàçðàáîòàíà â 18-ì ñòîëåòèè êðóï-
íåéøèìè ìàòåìàòèêàìè òîãî âðåìåíè: Æ. Äàëàìáåð (1717�1783),
áðàòüÿ Áåðíóëëè, À. Êëåðî (1713�1765), À. Ëåæàíäð (1752�1833),
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Æ. Ëàãðàíæ (1736�1813), Ï. Ëàïëàñ (1749�1827), Ã. Ìîíæ (1746�
1818), Äæ. Ðèêêàòè (1676�1754), Ë. Ýéëåð (1707�1783). Íåêîòî-
ðûå èç ýòèõ ìåòîäîâ èçó÷àþòñÿ â óíèâåðñèòåòñêîì êóðñå ïî îáûê-
íîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå êëàññû äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü â
êâàäðàòóðàõ ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ,
à òàêæå êëàññû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äîïóñêàþùèõ ïî-
íèæåíèå ïîðÿäêà.

1. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðå-
ìåííûìè

dy

dt
= f1(t) f2(y). (3.5.1)

Òåîðåìà 3.5.1. Ïóñòü f1(t) ∈ C(a, b), f2(y) ∈ C(c, d). Åñëè
f2(y) 6= 0, òî äëÿ ëþáûõ t0 ∈ (a, b), y0 ∈ (c, d) óðàâíåíèå (3.5.1)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y(t), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ y(t0) =

y0.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ýëåìåíòàðíîå, è ðåøåíèå îïðåäåëÿ-

åòñÿ, î÷åâèäíî, èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
y∫

y0

1

f2(η)
dη =

t∫

t0

f1(ξ) dξ. (3.5.2)

2. Íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
dy

dt
= a(t)y + f (t). (3.5.3)

×àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 1.2.1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðå-
ìà.

Òåîðåìà 3.5.2. Ïóñòü a(t), f (t) ∈ C(a, b). Òîãäà äëÿ ëþáûõ
t0 ∈ (a, b), y0 ∈ R óðàâíåíèå (3.5.3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
y(t), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ y(t0) = y0.
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Ïðèâåäåì åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùè-
ìèñÿ ïåðåìåííûìè è ìåòîäà âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåí-
íûìè: 




dy

dt
= a(t)y,

y|t=t0 = y0.
(3.5.4)

Åñëè y0 = 0, òî ñóùåñòâóåò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå y(t) ≡
0. Åñëè y0 > 0 èëè y0 < 0, òî â ïîëóïëîñêîñòè {y > 0} èëè
{y < 0} ñîîòâåòñòâåííî ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó 3.5.1. Òîãäà
èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.5.2) ïîëó÷èì ôîðìóëó ðåøåíèÿ

y(t) = e

t∫
t0

a(ξ) dξ

y0.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

y(t) = e

t∫
t0

a(ξ) dξ

c.

Òîãäà ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.5.3) ìîæíî èñêàòü â
âèäå

y(t) = e

t∫
t0

a(ξ) dξ

c(t). (3.5.5)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (3.5.3), ïîëó÷èì

e

t∫
t0

a(ξ) dξ d

dt
c(t) ≡ f (t).

Îòñþäà

c(t) = c(t0) +

t∫

t0

e
−

η∫
t0

a(ξ) dξ

f (η) dη,
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è â ñèëó (3.5.5) èìååì

y(t) = e

t∫
t0

a(ξ) dξ

c(t0) +

t∫

t0

e

t∫
η

a(ξ) dξ

f (η) dη.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî y(t0) = y0, ïîëó÷àåì c(t0) = y0, ò. å.

y(t) = e

t∫
t0

a(ξ) dξ

y0 +

t∫

t0

e

t∫
η

a(ξ) dξ

f (η) dη.

Íåïîñðåäñòâåííîé ïîñòàíîâêîé â (3.5.3) íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì,
÷òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì.

3. Óðàâíåíèå Áåðíóëëè

dy

dt
= α(t)y + β(t)yγ, y > 0, (3.5.6)

ãäå γ ∈ R, γ 6= 0, 1, α(t), β(t) ∈ C(a, b). Äåëàÿ çàìåíó u(t) =

y1−γ(t), ñâîäèì óðàâíåíèå (3.5.6) ê ëèíåéíîìó íåîäíîðîäíîìó óðàâ-
íåíèþ

du

dt
= (1− γ)α(t)u + (1− γ)β(t).

4. Óðàâíåíèå Ðèêêàòè

dy

dt
= α(t)y + β(t)y2 + f (t), (3.5.7)

ãäå α(t), β(t), f (t) ∈ C(a, b). Â îáùåì ñëó÷àå, êàê ïîêàçàë Æ. Ëè-
óâèëëü (1841 ã.), ýòî óðàâíåíèå íå èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ.
Ïðîñòåéøèì òàêèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

dy

dt
= y2 + t2.

Íî åñëè èçâåñòíî îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå y1(t) óðàâíåíèÿ (3.5.7),
òî åãî ìîæíî ðåøèòü â êâàäðàòóðàõ, ñäåëàâ çàìåíó

y(t) = y1(t) + u(t).
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Òîãäà ýòî óðàâíåíèå, î÷åâèäíî, ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Áåðíóëëè
du

dt
= (α(t) + 2β(t)y1(t))u + β(t)u2.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå Ðèêêàòè
dy

dt
= βy2 + htγ (3.5.8)

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè β, h ïðè

γ =
4k

1− 2k
, k = ±1,±2, . . . ,

èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ ïóòåì ñâåäåíèÿ ê óðàâíåíèþ
du

dt
= βu2 + h.

5. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ îäíîðîäíîé ïðàâîé ÷à-
ñòüþ íóëåâîé ñòåïåíè

dy

dt
= f (t, y), (3.5.9)

ò. å.
f (ct, cy) ≡ f (t, y). (3.5.10)

Èç óñëîâèÿ (3.5.10), î÷åâèäíî, ñëåäóåò, ÷òî åñëè òî÷êà (t0, y0) 6=
(0, 0) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f (t, y), òî ýòîé
æå îáëàñòè ïðèíàäëåæèò âåñü ëó÷ l = {ct0, cy0}, c > 0. Èç (3.5.10)
òàêæå ñëåäóåò, ÷òî â ïîëóïëîñêîñòè {t > 0} èëè {t < 0}

f (t, y) ≡ f
(
1,

y

t

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3.5.10) óðàâíåíèå (3.5.9)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dy

dt
= F

(y

t

)
, t 6= 0. (3.5.11)
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Îòìåòèì, ÷òî â ëèòåðàòóðå óðàâíåíèÿ âèäà (3.5.11) ÷àñòî íàçû-
âàþò îäíîðîäíûìè.

Òåîðåìà 3.5.3. Ïóñòü F (u) ∈ C(a, b). Åñëè F (u) − u 6= 0,
òî äëÿ ëþáûõ (t0, y0), a <

y0

t0
< b óðàâíåíèå (3.5.11) èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ y(t0) = y0.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðå-

ìû 3.5.1 ïóòåì çàìåíû

u(t) =
y(t)

t
.

Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ u(t) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ
ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

du

dt
=

F (u)− u

t

è óñëîâèÿ u|t=t0 =
y0

t0
. Òîãäà y(t) = tu(t) ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðåøå-

íèåì.

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå Ðèêêàòè (3.5.8)
ïðè γ = −2 ñâîäèòñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ îä-
íîðîäíîé ïðàâîé ÷àñòüþ íóëåâîé ñòåïåíè è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòå-
ãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ.

Óïðàæíåíèå 3. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
dy

dt
= F

(
at + by + c

αt + βy + γ

)
. (3.5.12)

à. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìûå

Π1 = {at + by + c = 0} è Π2 = {αt + βy + γ = 0}
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå (t0, y0). Ïðîâåðèòü, ÷òî çàìåíîé

u = y − y0, s = t− t0
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óðàâíåíèå (3.5.12) ñâîäèòñÿ ê îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ.

á. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìûå Π1 è Π2 íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïî-
êàçàòü, ÷òî çàìåíîé

u(t) = at + by(t)

óðàâíåíèå (3.5.12) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïå-
ðåìåííûìè.

6. Óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ.
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

dy

dt
= −M(t, y)

N(t, y)
. (3.5.13)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè M(t, y), N(t, y) îïðåäåëåíû â
îáëàñòè G ⊆ R2, N(t, y) 6= 0.

Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèå (3.5.13) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â
ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ z(t, y) ∈ C1(G)

òàêàÿ, ÷òî
∂

∂t
z(t, y) ≡ M(t, y),

∂

∂y
z(t, y) ≡ N(t, y). (3.5.14)

Ôóíêöèÿ z(t, y) íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì.
Èñïîëüçóÿ ñèììåòðè÷íóþ ôîðìó çàïèñè óðàâíåíèÿ (3.5.13)

M(t, y)dt + N(t, y)dy = 0,

ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ â âèäå
dz(t, y) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå y(t) óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê íåÿâ-
íàÿ ôóíêöèÿ èç ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

z(t, y) = c.

Â ÷àñòíîñòè, ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (3.5.13) ñ íà-
÷àëüíûìè äàííûìè

y|t=t0 = y0, (t0, y0) ∈ G,
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îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ
z(t, y) = z(t0, y0).

Ñôîðìóëèðóåì õîðîøî èçâåñòíóþ èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà òåîðåìó, óñòàíàâëèâàþùóþ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (3.5.13) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ
äèôôåðåíöèàëàõ.

Òåîðåìà 3.5.4. Ïóñòü M(t, y), N(t, y) ∈ C1(G). Äëÿ òîãî
÷òîáû óðàâíåíèå (3.5.13) áûëî óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåí-
öèàëàõ, íåîáõîäèìî, à â ñëó÷àå îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü òîæäåñòâî

∂

∂t
N(t, y) ≡ ∂

∂y
M(t, y). (3.5.15)

Ïðè ýòîì ïîòåíöèàë èìååò âèä

z(t, y) =

(t,y)∫

(t0,y0)

M(t, y) dt + N(t, y) dy, (3.5.16)

ãäå (t0, y0) ∈ G � ëþáàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, à èíòåãðàë áå-
ðåòñÿ ïî êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé Γ ⊂ G, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè
(t0, y0) è (t, y) (îí íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè èíòåãðèðîâàíèè êîíêðåòíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ íå îáÿçàòåëüíî èñ-
ïîëüçîâàòü îáùóþ ôîðìóëó (3.5.16). Ïîòåíöèàë z(t, y) ëåãêî íà-
õîäèòñÿ ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (3.5.15). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè z(t, y) �
ïîòåíöèàë, òî èç (3.5.14) èìååì

∂

∂t
z(t, y) ≡ M(t, y).

Îòñþäà

z(t, y) =

t∫

t0

M(τ, y) dτ + ϕ(y), (3.5.17)
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ãäå ϕ(y) � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå
(3.5.15), èìååì

∂

∂y
z(t, y) ≡

t∫

t0

∂

∂y
M(τ, y) dτ +

d

dy
ϕ(y)

≡
t∫

t0

∂

∂τ
N(τ, y) dτ +

d

dy
ϕ(y) ≡ N(t, y)−N(t0, y) +

d

dy
ϕ(y).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âòîðîå òîæäåñòâî èç (3.5.14),
ïîëó÷àåì

d

dy
ϕ(y) ≡ N(t0, y).

Ïîýòîìó ôóíêöèþ ϕ(y) ìîæíî âçÿòü â âèäå

ϕ(y) =

y∫

y0

N(t0, ξ) dξ,

è ïîäñòàâëÿÿ â (3.5.17), èìååì

z(t, y) =

t∫

t0

M(τ, y) dτ +

y∫

y0

N(t0, ξ) dξ.

Î÷åâèäíî, ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì óðàâíåíèÿ (3.5.13).
Èòàê, èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ

íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: íåëü-
çÿ ëè ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå (3.5.13) ïðèâåñòè ê óðàâíåíèþ â
ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, çàïèñûâàÿ åãî â âèäå

dy

dt
= −µ(t, y)M(t, y)

µ(t, y)N(t, y)
(3.5.18)

èëè ðàññìàòðèâàÿ ñèììåòðè÷íóþ ôîðìó

µ(t, y)M(t, y) dt + µ(t, y)N(t, y) dy = 0 ?

71



Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ µ(t, y) ∈ C(G), µ(t, y) 6≡ 0, íàçûâà-
åòñÿ èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ (3.5.13), åñëè óðàâíåíèå (3.5.18) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîë-
íûõ äèôôåðåíöèàëàõ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ µ(t, y) ∈ C1(G)

â ñèëó òåîðåìû 3.5.4 ñëåäóåò íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂

∂t
(µN(t, y)) =

∂

∂y
(µM(t, y))

èëè

N(t, y)
∂µ

∂t
−M(t, y)

∂µ

∂y
= µ

(
∂

∂y
M(t, y)− ∂

∂t
N(t, y)

)
. (3.5.19)

Ïîñòðîåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.5.19) ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà-
÷åé. Îäíàêî ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (3.5.13) äîñòàòî÷íî íàéòè õîòÿ áû îäíî íåíóëåâîå ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (3.5.19). Çà÷àñòóþ ýòî óäàåòñÿ ñäåëàòü, ó÷èòûâàÿ
êàêèå-ëèáî îñîáåííîñòè óðàâíåíèÿ (3.5.19).

Ïðèâåäåì òåïåðü íåñêîëüêî òèïîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé

F (t, y, y′, . . . , y(n)) = 0, (3.5.20)

äîïóñêàþùèõ ñâåäåíèå ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ìåíü-
øåãî ïîðÿäêà.

7. Óðàâíåíèÿ, íå ñîäåðæàùèå y.
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

F (t, y(k), . . . , y(n)) = 0.

Î÷åâèäíî, ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ ïîíèæàåòñÿ ïîñðåäñòâîì çàìåíû

u(t) = y(k)(t),

ò. å.
F (t, u, . . . , u(n−k)) = 0.
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8. Óðàâíåíèÿ, íå ñîäåðæàùèå t.
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

F (y, y′, . . . , y(n)) = 0. (3.5.21)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåïîñòîÿííûõ ðåøåíèé y(t) 6≡ const ïîíèçèì
ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ, âçÿâ â êà÷åñòâå íîâîãî àðãóìåíòà y è ââîäÿ
íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ p(y) ïî ôîðìóëå

p(y) =
dy

dt
.

Òîãäà, î÷åâèäíî, èìååì ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:
d

dt
y(t) ≡ p(y(t)),

d2

dt2
y(t) ≡ dp

dy

∣∣∣∣
y=y(t)

d

dt
y(t) ≡

[
p
dp

dy

]∣∣∣∣
y=y(t)

,

d3

dt3
y(t) ≡ d

dy

[
p
dp

dy

]∣∣∣∣
y=y(t)

d

dt
y(t) ≡ p

[(
dp

dy

)2

+ p
d2p

dy2

]∣∣∣∣
y=y(t)

è ò. ä. Â ñèëó ýòèõ òîæäåñòâ óðàâíåíèå (3.5.21) â íîâûõ ïåðåìåí-
íûõ èìååò ïîðÿäîê (n− 1):

F̃ (y, p, . . . , p(n−1)) = 0.

9. Óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå îäíîðîäíûìè ôóíêöèÿìè F .
Âíà÷àëå ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (3.5.20),

â êîòîðîì ôóíêöèÿ F (t, u1, u2, . . . , un+1) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé îò-
íîñèòåëüíî u1, . . . , un+1 ñòåïåíè k, ò. å.

F (t, cu1, cu2, . . . , cun+1) ≡ ckF (t, u1, u2, . . . , un+1).

Ïîðÿäîê òàêîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîíèçèòü, ñäåëàâ çàìåíó

y′(t) = y(t)z(t),
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ãäå z(t) � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Î÷åâèäíî, èìååì ñëåäóþ-
ùèå òîæäåñòâà:

y′′(t) ≡ y′(t)z(t) + y(t)z′(t) ≡ y(t)[z2(t) + z′(t)],

y′′′(t) ≡ y′(t)[z2(t) + z′(t)] + y(t)
d

dt
[z2(t) + z′(t)]

≡ y(t)

[
z(t)[z2(t) + z′(t)] +

d

dt
[z2(t) + z′(t)]

]

è ò. ä. Â ñèëó ýòèõ òîæäåñòâ óðàâíåíèå (3.5.20) ìîæíî ïåðåïèñàòü
â âèäå

0 = F (t, y, y′, . . . , y(n)) = ykF̃ (t, z, z′, . . . , z(n−1)).

Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà íóæíî ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå (n − 1)-ãî
ïîðÿäêà

F̃ (t, z, z′, . . . , z(n−1)) = 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (3.5.20), â
êîòîðîì ôóíêöèÿ F (t, u1, u2, . . . , un+1) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííî îäíî-
ðîäíîé ñòåïåíè k:

F (ct, cmu1, c
m−1u2, . . . , c

m−nun+1) ≡ ckF (t, u1, u2, . . . , un+1).

Òîãäà, íàïðèìåð, ïðè t > 0 óðàâíåíèå (3.5.20) ìîæíî ïåðåïèñàòü
â âèäå

F

(
1,

y

tm
,

y′

tm−1
, . . . ,

y(n)

tm−n

)
= 0. (3.5.22)

Ââåäåì íîâóþ ôóíêöèþ

z(t) =
y(t)

tm
.

Èìååì ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

y′(t) ≡ z′(t)tm + mz(t)tm−1,
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y′(t)
tm−1

≡ z′(t)t + mz(t),

y′′(t) ≡ z′′(t)tm + 2mz′(t)tm−1 + m(m− 1)z(t)tm−2,

y′′(t)
tm−2

≡ z′′(t)t2 + 2mz′(t)t + m(m− 1)z(t)

è ò. ä.
Èç ýòèõ òîæäåñòâ âûòåêàåò, ÷òî êàæäàÿ äðîáü y(l)(t)

tm−l
â óðàâ-

íåíèè (3.5.22) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

y(l)(t)

tm−l
≡ tlz(l)(t) + a1t

l−1z(l−1)(t) + . . . alz(t),

ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû aj � ïîñòîÿííûå è ëåãêî âû÷èñëÿþò-
ñÿ. Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî òîæäåñòâà, î÷åâèäíî, íàïîìèíàåò ïðàâóþ
÷àñòü óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

tlz(l) + a1t
l−1z(l−1) + · · · + alz = f (t), t > 0.

Ïîýòîìó, ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé t = es, ïîëó÷àåì

y(l)(t)

tm−l
≡ d

ds

(
d

ds
− I

)
. . .

(
d

ds
− (l − 1)I

)
z̃(s)

+ a1
d

ds

(
d

ds
− I

)
. . .

(
d

ds
− (l − 2)I

)
z̃(s) + · · · + alz̃(s),

ò. å. ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî òîæåñòâà èìååò âèä

Pl

(
d

ds

)
z̃(s),

ãäå Pl

(
d

ds

)
� äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð l-ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòî-

ÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, â íîâûõ ïåðåìåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (3.5.22) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

F̃ (z̃, z̃′, . . . , z̃(n)) = 0.
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Ïîñêîëüêó ýòî óðàâíåíèå ÿâíî íå ñîäåðæèò íåçàâèñèìóþ ïåðå-
ìåííóþ s, òî, êàê óæå áûëî ïîêàçàíî â ï. 8, îíî ñâîäèòñÿ ê äèô-
ôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (n− 1)-ãî ïîðÿäêà.

Ìû ðàññìîòðåëè îñíîâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ íåëè-
íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå èçó÷àþòñÿ íà ñå-
ìèíàðñêèõ çàíÿòèÿõ ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèÿì. Äëÿ îâëàäåíèÿ ýòèìè ìåòîäàìè, êîíå÷íî, íåîáõîäèìî ñà-
ìîñòîÿòåëüíî ðåøàòü êîíêðåòíûå çàäà÷è. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî
çàäà÷ ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â [11]. ×èòàòåëè, æåëàþùèå áîëåå
îñíîâàòåëüíî ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ìåòîäàìè èíòåãðèðîâàíèÿ íåëè-
íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìîãóò ñàìîñòîÿòåëüíî îñâî-
èòü ýëåìåíòû òåîðèè ãðóïï Ëè è åå ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [6, 8]).
Ïðèìåíåíèå òåîðèè ãðóïï Ëè ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåò êðóã äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøàåìûõ â êâàäðàòóðàõ.
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